
26 «ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ-2022»

ti(x) t
[l-(-1)i(a2/ai+1)^>f (xi(t,r),r) dr+J' f (x- ai(t- t),t) dT E Cn—i(G^), i = 1, 2, (8)

0 ti(x)

[(a2 - ai)Z (t)+ <(t)] ^(n+1)(a2t), [(a2 - ai)Z (t)+ < (t)] ^(n')(a2t) E C(R+), 

и верны, условия согласования (4) при n 2 с критериальными значениями Kn (0) 
суммы, старших производных порядка n — 1 от f E Cn—2(G^), удовлетворяющей 
требованиям, гладкости (6)-(8). Гладким, решением, u E Cn(G^) задачи (Г)-(З) на 
G\ служит функция:

/ 4 1u— (x,t) =--------
ai + a2

x+a2t t x+a2 (t—T)

aip(x+a2t)+a2p(x — ait)^^ U(s)ds+J"

x—ait 0 x—ai(t—t)
f (s,T)dsdT , (x,t) EG—,

u+(x, t) =
1

ai + a2
ayp(x + a2t) + a2<p(0) +

x+a2t
I ,Щ) ds

0

+

G(x) P Y(v)
Г a| ./ a1a(v)-e(v) dv u(p) — M (p)

+ aJ e t2(x)1 ^(p) — J) dp + F2(x,t),
J aia(p) — в(р)
о

(x,t) e G+.

Эта работа ведётся в рамках проекта НИР 1.2.02.3 ГПНИ «Конвергенция-2025».
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РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

СО СМЕШАННОЙ СТАРШЕЙ ПРОИЗВОДНОЙ

В.И. Усков, А.Г. Пантелеева

Рассматривается задача:

д 2и 
dxdt

ди ди
= a— + b— + cu(x,t) + f (x,t), (1)

u(x,0) = g(x), u(0,t) = h(t) (g(0) = h(0)), (2)

где a, b, c - заданные постоянные, f,g,h- заданные достаточно гладкие функции; 
(x,t) E П = [0,Xk] х [0,tk].

Уравнениями в частных производных второго порядка описываются явления в 
квантовой экономике [1], процессы сорбции и десорбции газов, процессы сушки [2] ит.д.
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Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция u(x,t), дифференцируе­
мая по x при каждом t G [0,tk], дифференцируемая по t при каждом x G [0,xk], 
со всеми входящими в уравнение (1) непрерывными в П частными производными и 
удовлетворяющая (1), (2) на П.

Нам понадобятся следующие утверждения.
Лемма 1. Если линейные операторы A, B коммутируют по умножению, то 

справедлив аналог бином,а Ньютона

k
(A + B)k = £ CAk-iBi. k = 0,1,2,...,

i=0

где Ck = i!(B)T •
Лемма 1 доказывается методом математической индукции.
Предложение 1. Для достаточное количество раз интегрируемой функции f (x) 

справедлива формула:

sk-2x S0

0 0

I

f (sk-i) dsk-i dsk-2 .. ds0 =
f (x - s)k-1 f ( ) d J f (s) ds- he N.

Предложение 1 устанавливается с помощью метода интегрирования по частям 
несколько раз.

Начально-краевая задача для уравнения (1) с переменными коэффициентами изу­
чена в работе [3]. Там она сводится равносильными заменами к задаче Коши для 
алгебро-дифференциального уравнения первого порядка с вырожденным оператор­
ным коэффициентом при производной и для ее решения используется метод деком­
позиции. Применим полученные результаты в частном случае постоянных коэффици­
ентов. Обозначим: I - единичный оператор,

x x
d = ab+c, T(x) = aI+d/e«~>(.) ds, ф = eb(x-s)f (s,t)

0 0

Предложение 2. Операторная экспонента etT(x) раскладывается в ряд

~ tk
etT(x) = I + J2 kJTk (x),

где x
Ik

Tk (x) = ak I +
i=1

Cak-idi (x - s)i-1 eb(x-s)^) ds.

Оно вытекает из леммы 1 и предложения 1 и применения ряда МакЛорена. 
Имеет место следующий результат.
Теорема. Пусть функция f (x,t) непрерывна в П, h(t) - непрерывно дифференци­

руемая функция. Тогда решение задачи (1), (2) существует, единственно и имеет вид

t
u(x,t) = etT (x)g(x) + e(t-r)T(x^(x,r) dr.

0
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Теорема выполняется, поскольку при сделанных допущениях T - ограниченный 
и сильно непрерывный оператор, Ф - непрерывная функция.

Проиллюстрируем теорему.
Пример 1. Рассмотрим задачу в П для однородного уравнения

dud2u du du .
■ = 2 dx + 3 a? + 5u(xXdt

(3)

u(x, 0) = ex, u(0,t) = cos t.

Выполняется условие согласования: e0 = cos 0=1. Запишем решение в виде частич­
ной суммы первых пяти слагаемых ряда. Вычисления приводят к решению зада­
чи (3), (4)

(4)

где

49
g2(x) = 4 ex

g4(x)
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4 tk
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+

Пример 2. Рассмотрим задачу в П для неоднородного уравнения

d 2и 
dxdt

ди
- дх + 2

dll + 2u(x,t) - 3ex+t,
(5)

u(x, 0) = 0, u(0,t) = sin t. (6)

Выполняется условие согласования: 0 = sin0 = 0.
Так как d = —1 • 2 + 2 = 0, то решение можно записать в виде элементарной 

функции. Вычисления приводят к решению задачи (5), (6)

u(x, t) = e2x sin t — 3(e2x — ex) sh t.
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