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ИТЕРАЦИОННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
СПЕКТРАЛЬНОГО МЕТОДА ЧЕБЫШЕВА 

ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

В.М. Волков, Е.И. Мацулевич, Дун Цзинхуэй

Рассмотрим задачу Дирихле для двумерного эллиптического уравнения в прямо
угольной области:

д ди д ди д ди д ди f( )
дХ’ дХ + дУayy дУ + дХaxy дУ + дУayx дХ =f (x,y)’ (х,У) G [-1, 1] X [-1, 1], (1)

u(x = ±1, y) = u(x,y = ±1) = 0. (2)

В общем случае коэффициенты задачи axx, oyy то. &xy = &yx являются функциями 
координат и удовлетворяют условию эллиптичности.

Для численного решения данной задачи используем спектральный метод Чебыше
ва [1]. На сетке узлов

= (xk, ym), Xn = Уп = COS
nn

N + 1 ’
n = k = 1, N,

m =1, N },
(3)

дифференциальная задача (1), (2) сводится к системе алгебраических уравнений

AU = F, (4)

где F и U - векторы значений функции правой части и приближенного решения 
уравнения (1) в узлах сетки (3), матрица A G RN xN имеет блочную структуру и 
строится на основе матриц спектрального дифференцирования Чебышева [1].

Для решения системы (4) используем метод бисопряженных градиентов (BiCG) [2] 
с переобусловливателем P = DA, где Л - разностный аналог оператора Лапласа на 
сетке (3), D - диагональная матрица, элементы которой

dkk ^xx (xi ’ yj) + ^yy (xi ’ yj ) ’ k i + j ( N 1) •

Диагональная часть переобуславливателя применяется непосредственно к системе (4) 
до начала вычислений, а для обращения переобуславливателя Л на каждой итерации 
воспользуемся итерационным методом переменных направлений (МПН) с оптималь
ным набором итерационных параметров [3].

Таким образом, для реализации спектральной модели использованы два вложен
ных итерационных алгоритма. На внешнем цикле используется метод BiCG, а на внут
реннем — МПН. Целью данной работы является исследование поведения внешнего 
итерационного метода при снижении требований точности на внутренних итерациях. 
В частности, основной вопрос состоит в оценке минимального количества внутренних 
итераций, позволяющего достичь наискорейшую сходимость итерационного алгорит
ма в целом. Для выяснения вопроса воспользуемся методом численного эксперимента.

Рассмотрим модельную задачу (1), (2) с коэффициентами и правой частью, обес
печивающими заданное точное решение:

Cxx = Cxx = exp(-n(x2 + У4)), axy = Pyx = 0, u(x,y) = (x2 - 1)(y2 - 1) exp(x2 + y2).

Определим относительную норму невязки метода biCG е = 10-10. Для достиже
ния такой точности МПН на сетке (3) с количеством узлов N = 100 250 реализа
ция переобусловливается в виде двумерного разностного оператора Лапласа согласно 
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оценкам [3] требует 41 А 47 внутренних итераций. Результаты численных эксперимен
тов показывают, что такое количество итераций является существенно завышенным.

На рис. 1 а. представлены зависимости количества внешних biCG итераций от раз
мерности сетки при разном фиксированном количестве внутренних итераций МПН, 
П = 1. Как видно из рисунка, достаточно всего лишь 7 внутренних итераций для того, 
чтобы количество внешних итераций утратило зависимость, как от размерности сет
ки N, так и от увеличения количества внутренних итераций. В определенном смысле 
количество внутренних итераций K = 7± 1 может рассматриваться как оптимальное, 
так как именно в этом интервале наблюдаются минимальные общие вычислительные 
затраты для достижения заданной точности (см. рис. 1. б). Об этом говорят и ре
зультаты численных экспериментов для других параметров задачи. Например, при 
увеличении неоднородности коэффициентов, п = 2 V 4, количество внешних итера
ций возрастает, но их минимальное значение по-прежнему достигается при K = 7 ± 1. 
Следует отметить, что увеличение числа внутренних итераций выше K > 7, часто 
влечет за собой рост числа внешних итераций, что указывает на нетривиальность 
выбора оптимального значения K.

Рис. 1. Зависимости количества внешних BiCG итераций и удельного времени решения задачи от 
размерности сетки при различном количестве внутрених МПН итераций.

В случае axy = ayx = 0 матрица A системы (4) не является разреженной, по
этому вычисление произведения данной матрицы на вектор следует реализовывать 
в три этапа: умножения матрицы спектрального дифференцирования на двумерный 
массив решения, поэлементного умножения полученного массива на массив значений 
соответствующих коэффициентов и последующего умножения результата на матри
цу спектрального дифференцирования. Производной по x соответствует умножение 
слева матрицы спектрального дифференцирования C на двумерный массив решения 
U, x для
каждого значения yk, k = 1, N. Для вычисления производной по у используем про
изведение UCT В остальном структура метода не меняется и зависимость сходимо
сти внешних итераций от количества внутренних итераций качественно аналогична 
рассмотренному выше случаю. Рассмотренный метод может быть использован для 
численного решения задач в области более сложной геометрии [4].
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ДИНАМИКА ИЗМЕНЕНИЙ БИОМАССЫ ЭКОСИСТЕМЫ
«ЛЕС-ПОЧВА»

Л.А. Володченкова, А.К. Гуц

Известно, что «лесная растительность с момента образования сомкнутого древо
стоя активно воздействует на почву, изменяя ее свойства. Происходящие изменения в 
почве связаны с видовым составом лесообразующих пород лесного биоценоза» [1].

Для математического описания сосуществования (взаимодействия) лесной расти
тельности и почвы предлагается [2] следующая система дифференциальных уравне
ний, описывающая биоценоз «лес-почва»:

ddt = fi(B, P,M) = rB (1 - B) - awP, 

dP = f2(B, P, /<) = Y(p - P2)P + dw2B.
(1)

Здесь B(t) - биомасса лeca, P(t) - мера плодородия почвы, p - мера типа почвооб
разующей породы, w - влажность почвы, г, k, a, y, d > 0 — константы. Параметр 
ц - это либо г, либо у. либо p на выбор исследователя.

Стационарные равновесия (B, P) биоценоза «лес-почва», при которых биомасса 
(относительно) постоянна некоторое время, находим, решая систему уравнений

dB
dt = 0,

dPdp = o
dt

или
rB ^1

Y (p — P2)P + dw2B = 0.

awP = 0,
(2)

Имеем очевидное стационарное равновесие R0 = (B0, P0) = (0, 0). Остальные равно
весия - это решения системы

fYpr + v^B - JFLb2 — B3 + -3rLB4 - B5 + _y’3LB6 = 0
yaw J awK a3w3 a3w3K a3w3K2 a3w3K3
p = i - IB).

aw у K J

(3)

Первое уравнение системы (3) даёт решение B0 = 0, и затем поиск корней сводится 
к решению уравнения 5-й степени по B. Следовательно, имеется, как минимум, ещё 
один действительный корень B1. Остаётся найти корни уравнения 4-й степени.

Однако, например, при

г = a = в = Y = w = K =1, p = 2, d = 20

это уравнение 4-й степени не имеет действительных корней. В данном случае имеем 
стационарное равновесие R1 = (B1, P1) ~ (-1, 4; -3, 36).


