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УДК 517.956 

А. В . К А Р Т Ы Н Н И К 

ТРЕХТОЧЕЧНАЯ СМЕШАННАЯ З А Д А Ч А 
С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ 

ПО ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
Д Л Я ПАРАБОЛИЧЕСКИХ У Р А В Н Е Н И Й ВТОРОГО П О Р Я Д К А 

1. Постановка задачи. В прямоугольнике G= (О, Т) X ( 0 , /) рассмот
рим дифференциальное уравнение 

&и = Ои(х, t) —A(t)u(x, t) =f(x, /), (1) 

где Du=^-, / € = ( 0 , 7 - ) , Л ( / ) и = ^ ( а ( х , о 4 г ) ' х е ( 0 ' / ) ' ф у н к ц и я 

a(xy t) ограничена 0 < a o < a ( x , /) < a i и имеет ограниченные частные 

производные дх 
К уравнению ( 

и краевые условия 

< СХ, —— < С 7 д л я всех (JC, ( ) E G . 

) присоединяются начальные условия 

1и~ и \ t=0 = ф (*) 

и |*=о = 0, 

j a ( £ , / ) r f S = 0, 0 < / , < / , 

(2) 

( 3 ) 

(4) 

я в л я ю щ и е с я комбинацией локального и интегрального условий. Условия 
( 3 ) , (4) связаны с тремя точками jt = 0, х = 1\9 х = 1, поэтому з а д а ч у 
(1) — (4) можно считать нелокальной разновидностью трехточечных 
краевых з а д а ч . П о д о б н а я з а д а ч а на отрезке переменной длины при более 
жестких ограничениях на коэффициенты и правую часть уравнения 
изучалась методом потенциалов в работах Л . И. Камынина [ 1 , 2 ] . 
Двухточечные краевые з а д а ч и для параболических уравнений с инте
гральным условием исследовались методом Фурье в работах [ 3 — 5 ] 
и методом энергетических неравенств в работах Н. И. Юрчука [ 6 ] 
и автора [ 7 , 8 ] . 

В настоящей работе методом энергетических неравенств устанавли
вается существование и единственность решения почти везде з а д а ч и 
( 1 ) - ( 4 ) . 

2. Двусторонние априорные оценки. З а д а ч е (1) — (4) поставим в соот
ветствие оператор L= ', / ) , который действует из Е в Fy где Е — бана
хово пространство, состоящее из всех функций u^L2(G), удовлетво
ряющих условиям ( 3 ) , (4) и имеющих конечную норму 

д2и 2^ 
u\\l= \ * ( * ) (\Du\2+ )dxdt+ д и р J (+(*) 

ди 
дх ' + Ы 2 ) dx, 

(5) 

а F — гильбертово пространство, состоящее из вектор-функций & 
полученное пополнением L2(G) XW2(0y /) по норме 

G 0 

11^11'= \ ^(x)\f\2dxdt+ \(ц(х) 

Здесь функция 

dx. 

= ( / . Ф ) , 

(б) 

, , ч (l-lu 0 < х < / | ( 
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Т е о р е м а 1. Уи^Е справедливо априорное неравенство 

\\Lu\\l^CAA\\u\\i (7) 

где постоянная С л , { не зависит от и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . И з уравнения (1) следует неравенство 

\ $(x)\&u\2dxdt^3\ у { х ) (\Du\2 + Cl -g- 2 + a 2 | - 0 - | 2 ) d x r f / < 
G 

< 3 [ (\Du\2 + a0\-^-\2)dxdt + 3TC2

x s u p ( Ц(х) l—fdx, 
J \ . OX / o < / < r J 
G 0 

а из начальных условий (2) — неравенство 

С к л а д ы в а я эти неравенства , придем к утверждению теоремы. 
Т е о р е м а 2. V M ^ £ справедливо априорное неравенство 

\\u\\2

E^CA*\\Lu\\% (8) 

где постоянная С АЛ не зависит от и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я краткости в дальнейшем греческими 

буквами а , р, 7 будем обозначать положительные постоянные, конкрет
ные значения которых легко могут быть вычислены при необходимости. 

Обозначим D(L) = ^и^Е:^(х) ^L^iG) | , 

J v ' I ( /— x ) D u + JDu, / i < J t < / , 
/ , 

и рассмотрим д л я u^D(L) квадратичную форму 
т / 

\ Ф(и, u)dxdt = Re\ \ exp( — ct)&uMudxdty 

GT 0 0 

где О ^ т ^ Г , а постоянная с удовлетворяет неравенству 

ш 0 > С г . (9) 

Интегрируя по частям, установим равенства 

Re \ DuJDudx = Oy (10) 
/1 

Re\DuMudx= \ ^(х)\Du\2dx, (11) 
о о 

$ ^ ( O t t D « i d j c = - a - ^ - D a | x = / l _ o + J a^-^D~udx, (12) 
о о 

/ _ ди -
— ^ Л ( / ) м ( / — x)Dudx= (I — ' i ) a ~ ^ r O w L = / l + 0 — 

/1 

- J A(t)uJDudx= J a-^Dudx. (14) 

7. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я № 9 1569 



И з равенств (12) — (14) , учитывая непрерывность в точке х = 1 \ , 

выведем тождество 

— Re ^ ехр( — ct)A (t)uMudxdt = Re ^ exp( — ct)yp(x)a-^- ^ Ц dxdt = 

= ^ D ^ е х р ( — ct)ty(x)a|~^-| ^jdxdt— ^ exp( — ct)ty(x)Da 
Gx Gx 

~^~C\ exp( — ct)ty(x)a 

дх dx 

ди 2 

дх 

ди 
дх 

dxdt. 

dxdt + 

(15) 

Используя оценку (9 ) , из равенств (11 ) , (15) получим неравенство 
1 ди 2 

^ ехр( — ct)ty(x) \Du\2dxdt + a0exp( — ст) ^(х) U 

GT О 
дх 

d x | / = T < 

S r I dlu 1 2 

Ф(ы, u)dxdt-\-a\ \| \|)(A:) H ^ H dx. 
(16) 

Gx 

du 
Д л я любой функции и, такой , что уФОО ~ ^ ~ ^ ^ 2 ^ ' ^ и и | х = 0 = 0, 

справедливо неравенство 

^rm i n 
5Л: 

dx, 

о о 

с учетом которого неравенство (16) можно переписать в виде 
1 < - ,2 ч 

+ \и\2) dx\t=T^ ^ ехр( — с/)г|>(х) | D w | 2 d x d / - | - a e x p ( — ст) ^ (^ty(x) 
Gx О 

/ 

< : J Ф ( и , u)dxdt + a{ J -ф<JC> . 

dx 

dx. (17) 

Gj 0 

Оценим первый интеграл в правой части (17) посредством е-неравенства 

$ Ф(и, u)dxdt^ J е х р ( - с О [ • + L \ (\&u\2+\Du\2)dx + 
G, 0 » 

+ J ( ( /—Л:) ( | ^ И | 2 Н — ^ | Z ) « | 2 ) -Н 

+ 
1 \JDu Щ dx) dt. (18) 

40 -JT-X 

С помощью элементарных преобразований и оценок устанавливается , что 

\ Л х < 1 0 [ (l-x)\Du\2dxy 

( л11—х\&и\Чх<^ — _ - \ {l-x)\&u\2dx. 

В результате неравенство (17) преобразуется к виду 

2 
J ty(x)\Du\2dxdt + a J ~ - 2 + U I 2 ) d J c | / = T < 
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P e x p ^ J t W I ^ a l W + a . j l + W + \lu\2^dx. (19) 

П р а в а я часть (19) не зависит от т, поэтому в левой части можно взять 
точную верхнюю грань по т от 0 до Т. Получим неравенство 

[ ^{x)\Du\2dxdt + sup ( 
G 0 

( J ^ ( x ) | ^ l 2 d x d / + J 

ди 
дх 

dlu 

dx^ 

dx 
2 + | / u | 2 ) d x ) . (20) 

G 0 

Согласно уравнению ( 1 ) , справедливо неравенство 

<52u 

из которого в силу неравенства (20) вытекает, что 

д2и 2 . .. „ 3 

+ | / u | 2 ) d x ) . 

d* 2 

+ Т(1 + ГС5) \ (*(*) 

С к л а д ы в а я это неравенство с (20 ) , получим неравенство (8) д л я u^D(L). 
Предельным переходом устанавливается справедливость неравенства (8) 
и д л я и^Е. Теорема 2 д о к а з а н а . 

3. Разрешимость задачи. И з неравенства (8) следует, что непрерыв
ный в силу (7) оператор L:E-+F имеет в F замкнутое множество значе
ний R(L) и на нем определен «непрерывный обратный оператор L~\ 
дающий решение, т. е. L осуществляет линейный гомеоморфизм про
странства Е на замкнутое множество R(L)aF. Д л я существования 
единственного решения з а д а ч и (1) — (4) осталось д о к а з а т ь , что R{L) =F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на следующей лемме ( п р и дополнительном 

d3a(xyt)\ 
предположении об ограниченности производных — . 

Л е м м а . Пусть Do(L) = { U E D ' ( L ) :u\t=o = 0}. Если для всех 
u^Do(L) и некоторой функции w^L^iG) выполняется равенство 

&uty(x)wdxdt = 0, (21) 

то w = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим р (х ) = г |)(х)w и запишем равен

ство (21) в виде 

\ Dup(x)dxdt= \A(t)up(x)dxdt. (22) 
G G 

Используем в качестве операторов с г л а ж и в а н и я [6] по переменной / 
операторы D E

_ 1 = ( / + e Z ) ) _ 1 и ( D f 1 ) * - Эти операторы дают решение 
з а д а ч 

f *Dg.(t) +gz(t) = g(t), (-eDgl(t) +gl(t) =g(t), 
l £ e ( * ) l / = o = 0, \g:(t)\t_T=0 

соответственно, а т а к ж е обладают следующими свойствами: V g e 
^ L 2 ( 0 , Т) функции gt= D7xg и gl=(D~l)*g п р и н а д л е ж а т Г 2 ( 0 , Т) 
и удовлетворяют условиям ge\t=o = 0, gl\t==T = 0. Кроме того, оператор 

— 1 т т 

Ог перестановочен с С и J \gE — g\2dt^0i J — g\2dt-+0 при e->0. 
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Подставим в равенство (22) вместо и с глаженную функцию uE = De V 
воспользуемся равенством 

A(t)D~l= D~ lA (t) + гО~1

 D ~ 1 

и перейдем от операторов D71 к сопряженным (D e

_ 1 )*> а в левой части 
проинтегрируем по частям по /. В результате получим равенство 

J uDp*edxdt= ^A{t)+г^Щp-D7x^up\dxdt. (23) 
G G 

Оператор A(t) с условиями (3 ) , (4) имеет на L 2 ( 0 , / ) непрерывный 
обратный 

0 0 о 
где 

О О О 0 0 

A W _ 1 1 , / , < * < / . 

Следовательно , справедливо представление D^lu= d^(t) 

Х Л _ | ( * М ( / ) и = Л . ( * М ( 0 и . г д е 

> • . « . - ( • ^ • " . - - ( ^ . - - i - ^ x 

X - ^ ( J + + ( D a ) D e - ' - ^ - g . 
о 

' 1 ' 

Введем обозначения N(x,t)= ^ ^ g - ^ / C ( T j ) d g , 

' 1 Л п - к . 5 2 а ( | , 0 

i M i ( f l r r M i ) S ( f c H 
a(l,t) dt 

Тогда равенство (23) приводится к виду 

\uDpldxdt= \A{t)u(Qt + zAl{t)pt)dxdU (24) 
о о 

в котором сопряженные к At(t) операторы A"(t) равны 

•Л'(/)р:= - i - ( D . - У ф а ) р * + В(л:, / ) р " : - В ( 0 , t)plN(x, t)/N(0, t). 

(25) 

Л е в а я часть равенства (24) есть линейный непрерывный функционал 
от функции и. Отсюда вытекает , что функция / 1 е = р*4-еЛ*(/)р* о б л а д а е т 

д Н * <=i <r\ 5*А« 

dhe 

производными ^ J * ^ L 2 ( G ) , л 2

e ^ L 2 ( G ) и выполняются условия 

Ле1х = 0 = 0, A 6 L = / = 0, 

1572 
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Операторы A*e(t) я в л я ю т с я ограниченными операторами в L 2 ( G ) . Поэтому 
при достаточно малом е справедлива оценка ||еЛ*(/) || < 1, и, следова
тельно, оператор ( /Н -еЛ*( / ) ) ( Z ) g

- 1 ) * имеет в L2(G) непрерывный обрат
ный, т. е. р (JC) < = L 2 ( G ) . Более того, дифференцируя равенство (25) по х, 

dAl(t) 
убеждаемся , что производная дх определяемая тождеством 

-™l¥Lg = B(0,t)g-±-\ K{l)dl/N(0,t), (27) 

является непрерывным оператором в Z ,2 (G) . Поэтому из равенства 

^ = ( /+ в л:(/))(ог , )-^+«-^г-(^- , ) , р 

при достаточно малом г следует, что е 1 г ( 0 ) . 

(28) 

. d2Al(t) 
Аналогично, пользуясь ограниченностью производной — — , уста

новим, что 
д 2

9 

дх2 
:U(G). 

Согласно свойствам he и равенствам (27 ) , (28) , выполняются условия 

Ле1,=о= ( / + 8 - J - ф . - 1 ) * Д а ) р . * 1 х = о = 0, (29) 

А . | , - / = ( / + e - i - ( D e - 1 ) * D a ) p : U = / = 0, 

dht 

дх дх 
= 0. 

x = l 

(30) 

(31) 

Н о т а к как в к а ж д о й фиксированной точке Х Е [0, /] при достаточно 

малом е оператор + (D^l)*Da^J ( D r 1 ) * непрерывно обратим 

в L 2 ( 0 , Г ) , то из равенств ( 2 9 ) — ( 3 1 ) следуют равенства 

др 
р |*=о = 0, p L = / = 0, - ^ - 1 = 0 . 

ОХ \х = 1 

Теперь возвратимся к равенству (21 ) . 
П о заданной функции w(x,t) определим функцию 

(32) 

v(x, t) 

w(x,t), ()<*</,, 

Интегрируя по частям по £, установим тождество 

\ v(l,t)dl= \ w(l,t)+ \ -щ-(1-1)Х 

X \ W , ( r ] , t ) di\dl=(l-x)(w(x,t)-v(x,t)), 

из которого следует, что 

p(x)=$(x)w= v V ^ ь 

I ( / — x ) v - \ - J v t / l ^ J J t < / . 
(33) 
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Д и ф ф е р е н ц и р у я по х последнее равенство, получим 

= 0. 
дх J t = / 

Н а основании свойств функции р(х) и тождества (33) з аключаем , что 

л А И * ) ^L2(G) и выполняются условия 

у | х = о = 0, $(x)v\x=t = 09 \v(xj)dx = 0: 

Интегрируя до частям в правой части равенства (22) , приведем его к виду 

J Dup(x)dxdt=- J q^L^(x) IjL-dxdt. (34) 
G G 

Предельным переходом равенство (34) распространяется на все функции 

$£e=L 2 (G) , такие , что ие=1Р£(0 , Г ) , и | , _ 0 = 0, л А Й ^ - ^ - e = L 2 ( G ) и вы-1 ( 0 , Г ) , а | , _ 0 = 0, 

полняются условия ( 3 ) , ( 4 ) . П о л о ж и м в этом равенстве 

и= J exp(cx)v(x, т ) Л , 
о 

где постоянная с из неравенства ( 9 ) , и возьмем вещественные части. 
Получим тождество 

Re \exp(ct)vpdxdt= — Re \a-^-exp( — ct) Dudxdt. (35) 
G G 

Интегрируя по частям по /, установим равенство 

2Re J a-^-yp(x)exp( — ct) Dudxdt = 

G 

du ^ exp( — ct)^(x)al-fa- dx\t==T-\-c ^ exp( — ct)ty(x)a 
G 

du 2 

du 
dx 

dxdt-

- J exp(-ct)q(x)Da k - dxdt, 

из которого з аключаем , что п р а в а я часть равенства (35) при указанном 
выборе постоянной с не положительна . Таким образом, 

Re {exp (с/) ( \ ^ { x ) \ v \ 2 d x + [ vJvdx) dt^O. (36) 

L 

Н о так к а к Re \ vJvdx = 0, то из неравенства (36) вытекает , что у = 0, 
/ . 

и, следовательно, w~0. Л е м м а д о к а з а н а . 
Т е о р е м а 3. Множество значений R(L) оператора L совпадает с F. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку F — гильбертово пространство, 

то R(L) =F тогда и только тогда, когда из равенства 

J *(x)*ufdxdt+ j (Ш - ^ - | f + Ч ) d x = °' ( 3 ? ) 

G 0 

где и пробегает £ , a T = (/, ф) ^F, следует, что / = 0 и ф = 0. 
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П о л а г а я в равенстве (37) a e E Z ) 0 ( L ) , в силу леммы заключаем , 
что / = 0. Таким образом, V w ^ F справедливо равенство 

о 

Но т а к как множество значений оператора следа / плотно в гильбертовом 
2 ч ч 1 / 2 

пространстве с нормой у ^ yb(x) - ^ г +\q>\2jdxj , то ф = 0. Тео-
о 

рема 3 д о к а з а н а . 
З а м е ч а н и е . Определенная модификация приведенных в работе 

рассуждений позволяет заключить , что полученные результаты остаются 
справедливыми и для плюрипараболических уравнений вида ( 1 ) (обоб
щение параболических уравнений на .случай многомерного времени / = 

= (Л, . . . , tp) е f[ (О, Tk), Tk< о о ) . В этом случае оператор D имеет вид 

ди(х, t) 

dh 
с соответствующей системой начальных условий hu = и(х, t) \ t k = 0 = 
= q>k(x, t\, , tk-u tk+u » й = 1, . . . , p . 
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УДК 517.95 

Я. С. КУШИЦКИЙ 

О З А Д А Ч Е ТИХОНОВА Д Л Я Л И Н Е Й Н Ы Х ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
У Р А В Н Е Н И Й ВТОРОГО ПОРЯДКА 

1. Постановка задачи. В работе А. Н. Тихонова [1 ] р а с с м а т р и в а л а с ь 
граничная з а д а ч а д л я одномерного уравнения теплопроводности 

ди д2и 

и ( 0 , * ) = 0 , (2) 

х= + 0 дх 
k = 0 
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