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ГЕОМЕТРИЯ СОБСТВЕННОЙ ГРУППЫ ПУАНКАРЕ 

Для собственной группы Пуанкаре построена глобальная пара и выделены специальные классы однородных пространств, 
порожденных ею. На них определены инвариантные структуры и указаны их свойства. 

Для данной группы Ли можно ставить вопрос изучения геометрии, которая ею порождается. При 
этом под изучением геометрии понимают исследование однородных пространств, порождаемых данной 
группой. Содержательно изучать геометрию группы можно в общем случае, выделив специальные клас-
сы однородных G -пространств и построив морфизмы этих пространств. Одним из способов решения 
поставленной задачи является теория глобальных пар, развитая в работах С.В.Ведерникова [1,2]. 

Пожалуй, наиболее применяемыми являются классические группы Ли. Поэтому построение гео-
метрии на основе теории глобальных пар естественно начать именно с них. В данном направлении 
выполнен ряд работ. Так, вопросам геометрии ортогональной группы посвящена работа С.И.Ковалеви-
ча [3], Э.Ш.Зарипов исследовал геометрию унитарной группы [4]. Геометрию аффинно-симплектичес-
кой группы изучал В.В.Суворов [5]. 

В данной работе проводится исследование геометрии собственной группы Пуанкаре. Интерес к 
изучению данной группы вызван ее приложениями в теоретической физике. Собственная группа Пуан-
каре широко используется в работах по квантовой теории поля [6]. Изучение ее геометрии на основе 
теории глобальных пар может найти применение в квантовой физике. 

Рассмотрим координатное пространство Минковского R\, на котором действует собственная группа 

Пуанкаре в \ [6], или, другими словами, G-пространство Универсальной накрывающей груп-

пой собственной группы Пуанкаре В+ является группа Ли G • 
ф(а) 

а 
zeH(2),aeSL(2,C)>9rj& 

Н(2) - группа эрмитовых матриц второго порядка, Щ2,С) - специальная линейная группа, 

fy:Mat(2,C)-> Mat(l9C),a\-+еае 1 - автоморфизм для s = 

комплексное сопряжение). 

Отметим, что группа Ли К = 

О 1 
- 1 О 

(здесь и далее черта обозначает 

\{Е2 0 1 
1 J-I zeH( 2)\ 
[ 1 г ElJ J 

ze#(2)> - группа параллельных переносов простран-

ства Минковского, а # = < 
ф(а) 

О а 
aeSL(29C)\ - группа вращений пространства Минковского 

(собственная группа Лоренца). В этих обозначениях собственная группа Пуанкаре G, является полу-
прямым произведением групп К и Я , т. е. G = К* Н . 

Теорема 1. Пара (G,T) - полная глобальная пара, где Г - полугруппа эндоморфизмов группы Ли 

G , порожденная эндоморфизмами: 4P : G -> G: 

<D2:G 

-> diag[<Ka)9a], Ф, : G -> G: g -> ;?F(g)£ -i ф(а) (Г 

G : g - * ¥ ( g ) , Ф 3:G-+G:g-+e4?(g)e-l
9e=diagie9e]9 Jx = diag[^ /i], V=diag[ 1,-1]. 

Доказательство. Непосредственно следует из определения полной глобальной пары [1] и конеч-
ности группы Gr = {he G| 4(h) = h9Ф,(И) = h9i = 1,2,3}. 

В работе [7] определен специальный класс однородных пространств (элементарных пространств 

типа Q ) g ^ ^ l ^ ^ g ' ^ l g e G ^ / ^ l ^ S , порожденных парой (G,T) и парами ассоциированными с 
ней. Там же дана их геометрическая интерпретация как фигур в пространстве Минковского. 
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Для общности дальнейших рассуждений рассмотрим отображения: 
/ , : б ( Ф , ) - > / , (0(Ф !» = 5(Ф,) : X, ^ = л, Д , /2:0(Ф 2) -> / 2 (0(Ф 2)) = 5(Ф 2 ) : х2 у2 - х2 , 
/з :0(Ф3)~>/з(0(Фз)) = 5(Ф3) :х3 -> >?

3 = х3е, которые являются диффеоморфизмами, задающими 
структуру G -пространства на пространствах £(ФД/ = 1,2,3, изоморфных соответствующим простран-
ствам 0(Ф ;) . Переход к пространствам ^(Ф,) продиктован желанием упростить вычисления, связан-
ные с нахождением инвариантных структур. 

Утверждение 1. Пространства 5(ФД/ = 1,2,3 , - редуктивные однородные пространства. 

Доказательство. Следует из того, что Ф;' = Ф, [8]. 
Для изучения инвариантных дифференциально-геометрических структур на элементарных про-

странствах типа Q воспользуемся полиномиальными морфизмами. 

Используя специальную технику полимиальных морфизмов [9] для пространств '5(ФДг = 1,2,3, 
построены инвариантные метрические структуры. 

Пусть 719(Ф,) касательное расслоение пространства ^(Ф,),/ - 1,2,3 , тогда имеют место 
Теорема 2. [9] Симметрические билинейные формы: 

g 1 : ЩФ 1 ) © TS( Ф, )-+К:(Уіе 5(Ф1 ),ае TSyi (Ф, \Ь е TS}. (Ф,)) ^ H d 4 , { b ) ) = ^ {a^b) ? 

g': Щ Ф , ) е Щ Ф. )-> R: (у, е S( Ф: )м € (Ф, 6 TSy (Ф,.)) tr(aV(b)) = g'y> (а,Ь), / = 2,3, 

определяют инвариантные вырожденные римановы метрики на пространствах 5(ФД/ = 1,2,3. 
Теорема 3. [9] Кососимметрические билинейные формы: 

/71 : ЩФ})Ф Щ Ф , ) - » / ? : (vj € 5(Ф}),а € 75V| (Ф1),b е 75^(Ф,)) -> 

А3 :ЩФ3)ФЩФ3)-+Л:(у3 eS(Os)9aeTS^3)9be7Syi(03)) ^ir(y3V(a)^(b)) = k3
b(a9b)9 

определяют инвариантные вырожденные симплектические структуры на пространствах 5{ФД/ = 1,3 . 
Для многообразий с вырожденной римановой метрикой в отличие от невырожденного случая не 

всегда существует метрическая связность с нулевым кручением ( g -связность), а если существует, то 

не всегда единственная. Для пространств 5(Ф,),/ = 1,2,3, такие связности существуют и описываются 
следующей теоремой. 

Теорема4. [10]Отображения V' :Хх Х-> Х:(ЛГ,Г)-> V !
X Y ( X J ) J = где V \ f -

каноническая связность редуктивного пространства [11] и ее тензор кручения, задают на соответству-

ющих пространствах 5(Ф ;) g' -связность. 

Симплектические структу ры h\i-1,3 обладают свойством 

Теорема 5. Симплектические структуры h1 J ~ 1,3 параллельны в соответствующих связностях 

V , построенных в теореме 4. 

Доказательство, Так как kerg1 = ker/?5 и ker g* с ker h\то Tl(a,b)ekerh\Va,bem\i = \,3, 

где ш' - каноническое редуктивное дополнение алгебры Ли группы Ли G для пространства ^(Ф,). 

В силу того, что любое инвариантное тензорное поле параллельно в канонической связности [11] име-

ем VX,F,ZeX(5(Ф,.)У = 1,3 выполняется h \ V J , Z ) + h \ Y y x Z ) ^ h \ V x Y , Z ) - ~ h \ f \ X J \ Z ) + 

4 
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Теорема 6. На ЗСФ,) существует интегрируемая структура почти произведения. 

Доказательство. Введем в рассмотрение Щ Ф ^ = j p = gp0<l>l(g~*,)ge G,/?0 ~К°Уі))|- ^ 1 0 " 

брожение / : ЭД) ~> Л(Ф,): ^ -> - (у, )) является изоморфизмом пространств, с помощью 

которого структуры на П(Ф]) переносятся на ^(Фі)- Прямыми вычислениями показыва-

ется, что касательное пространство Г^ЩФ,) инвариантно относительно эндоморфизма 

Jp :ЩФ])->П(Ф]):а-^ах¥(р), / ?еП(Ф, ) , при этом J2
p = Jpy\/p еП(Ф}). Поле эндоморфизма 

J: р-> J на Щ Ф ^ является инвариантным в силу способа задания. Следовательно, распределения 

А{ : р -> ker J р и Д2 : р im J р также инвариантны. Тогда структура почти произведения на ЩФ^ 

определяется парой (Д,,Д2). Аффинор, задающий данную структуру почти произведения, имеет вид 

С р(а) = a-2J р(а). Прямыми вычислениями показывается, что тензор Нейенхёйса [11] равен нулю: 

2 = [Cp(Ä),Cp(b)] + Cp([a,Ä])-Cp([a,Cp(Ä)])-C^ = 0 , т. е. структура почти произве-

дения интегрируема. 

Утверждение 2. Отображения /, :у2 -» 1Х {у2)~ Т'̂  ( iS(02))}, 

/2 :у2 —̂  (у 2 ) = jc^)!^ ^ ^у i ))} задают на 5(Ф2) взаимно дополняющие инвариантные рас-

пределения. 

Доказательство* Следует из способа задания и того, что /2(у2) = kerg^-. 

Отметим, что пара (/} ,/2) определяет структуру почти произведения на £(Ф2). 

Эндоморфизм Cv, :Гу,5(Ф3)->7^5'(Фз):0^йгЧ /(>'з) задает инвариантное распределение 

С: у3 -» . Для С^ имеет место равенство С^ = id, истинность которого достаточно проверить для 

у3 = 8 в силу инвариантности задания: я = аЧ^іе4) = а . Тем самым доказана 

Теорема 7. Аффинор С* определяет на 5(Фз) структуру почти произведения. 

Теорема 8. Для \/a,b е Т S(Ф3) имеют место равенства 

1) gl(a,Cyb) = /£(a~b) = -g3,(Сйв,6); 

2) A3. (а ,С,6) - -g3
y3 (~a~b) = -А* (СЛа,6); 

3) g3
y)(Cya,Cyb) = -glß,b); 

4) hl.(Cya,Cyb) = h^(a,b). 

Доказательство. В силу инвариантности g3,A3 и С доказательство равенств, сводится к случаю 

Уз = £ . Пусть a,b е TsS(Q>3), тогда 

1) g | ( а , С 5 6 ) - / г ( а Т ( 6 Т ( е ) ) - tr(c№(b)ё) = ^ ( е а Ч ' С ^ е е " 1 ) = / г ( ё а В Д ) = = 

2) h~ (а,СъЪ) = trß44fl)*W(e))) = /г(8Т(а)Т(й)8) = /r(sеЧЧа)ЧЧ&)её-') = 

= - / r ( ¥ ( ä m * ) ) = - - g | ( ä , 6 ) = = -Н(Сга,Ь); 
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3) ё\{Сга,СгЬ) = g\(С\а,Ъ) = -g|{a,by, 

4) h\{C~ta,C~zb) = -h\(C\a,b) = 

Условия 1) и 2) теоремы 8 говорят о том, что форма g3 (соответственно h3) определяются парой 

(А3,С) (соответственно парой (g3,C)). Условия 3) и 4) означают, что С>ч является изометрией для 

форм g3 и h3 . 
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For the proper Poincare group the global par has been constructed and special class homogeneous spaces, generated by the group, 
have been branched. In these homogeneous spaces invariant structures constructed and there properties have been mentioned. 


