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В работе развит теоретико-вероятностный подход к моделированию рабочего процесса изолирующе-
го респиратора на химически связанном кислороде. Случайная координата элементарного акта сорбции 
молекулы СО2, ее дисперсия и время работы респиратора рассмотрены как системы непрерывных, корре-
ляционно связанных случайных величин. Установлена симметрия относительно перестановки аргументов 
условной плотности вероятности координаты элементарного акта сорбции при данном значении времени. 
Показано, что независимо от критического проскока сорбтива срок защитного действия фильтра пропор-
ционален его длине. С помощью полученных корреляционных зависимостей, неравенства Чебышева и 
условия экстремальности энтропии установлена нормальная асимптотика эволюции закона распределения 
случайной координаты элементарного акта сорбции и связанного с ним проскока сорбтива через фильтр. 
Обоснованы границы применимости такой асимптотики. Построена зависимость безразмерной длины 
фильтра, достаточной для формирования нормальной асимптотики динамики сорбции, от уровня критиче-
ского проскока примеси. Указано минимальное значение критического проскока, позволяющее для опреде-
ления срока защитного действия фильтра использовать соотношения, отражающие нормальную асимпто-
тику процесса.
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Введение
Задача динамики сорбции возникает при моде-

лировании различных технологических процессов, 
связанных с поглощением вредной примеси из филь-
труемого потока сплошной среды [1–3]. В частно-
сти, локальная регенерация атмосферы в замкнутом 
контуре изолирующего респиратора на химически 
связанном кислороде [3–5] включает процессы хе-
мосорбции выдыхаемого углекислого газа пористы-
ми гранулами надпероксида калия и выделения в 
результате такой реакции необходимого для нового 
вдоха кислорода, кДж:

4КО
2
 + 2СО

2
 = 2К

2
СО

3
 + 3О

2
 +360

Обычно задача динамики сорбции решается ме-
тодами математической физики. Результат, получа-
емый при данных начальных и граничных условиях, 
однозначно зависит от режима и времени эксплуа-
тации фильтра, его характеристик и длины [6–8]. 
Однако, несмотря на такой детерминизм, процесс 
является случайным, ибо координата элементарно-
го акта сорбции достоверно непредсказуема. Учет 
этого обстоятельства позволяет не только правиль-
но интерпретировать результаты моделирования, 
но и принципиально упростить их получение, под-
ключив дополнительный мощный ресурс в виде 
основных положений теории вероятностей и мате-
матической статистики [9]. Дальнейшей реализации 
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и развитию такого подхода посвящена настоящая 
публикация.

Симметрия плотности вероятности 
координаты элементарного 

акта сорбции
Согласно [9] при линейном законе кинетики 

сорбции и постоянстве концентрации примеси на 
входе в фильтр1 доля ее непоглощенных молекул ω 
описывается уравнением:

ξ = xβ/v;

 τ = βγt,  (2)

где ξ, τ — безразмерные переменные; x — расстоя-
ние от входа в фильтр; v — скорость фильтрации; β, 
γ — феноменологические постоянные, задающие 
соответственно скорость сорбции и ее ресурс; t — 
время.

Исходя из смысла ω(ξ, τ) как доли молекул при-
меси к моменту времени τ, проникающих в фильтр 
на глубину ξ, разность (1 – ω(ξ, τ) можно трактовать 
как статистическую вероятность того, что в указан-
ный момент времени молекула примеси будет по-
глощена не дальше, чем на расстоянии ξ от входа в 
фильтр. При этом

плотность вероятности координаты элементарного 
акта сорбции.

Продифференцировав (1) по ξ и τ, получим с уче-
том (3)

Уравнение (4) симметрично относительно пере-
становки аргументов, поэтому

 f(ξ, τ) = f(τ, ξ).  (5)

Таким свойством обладают сумма и произведение 
одинаковых степеней аргументов.

Из (1) при τ = 0 следует, что ω(ξ, 0) = e–ξ или, 
согласно (3),

С учетом выводов из свойства (5) начальное усло-
вие (6) означает, что при произвольных временах 

плотность вероятности координаты элементарного 
акта сорбции следует искать в виде:

 f(ξ, τ) = e–ξ–τg(ξ, τ), (7)

где, в соответствии с (5)–(7),

 g(0, τ) = g(ξ, 0) = g(0, 0) = 1.  (8)

Из (8) следует, что g(ξ, τ) не может зависеть от 
суммы аргументов. Поэтому будем искать g(ξ, τ) в 
виде разложения по произведениям одинаковых сте-
пеней ξ и τ:

где a
n
 — коэффициенты разложения.

Правая часть (9) удовлетворяет условиям (8), если

 a
0
 = 1. (10)

Выполнив в (7) дифференцирование по ξ, τ

получим с помощью (4) уравнение для определения 
g(ξ, τ):

Подстановка (9) в (11)

дает рекуррентное соотношение для определе-
ния a

n
:

 (n + 1)2a
n+1

 = a
n
.  (12)

С учетом (10) решением (12) является

 a
n
 = 1/(n!)2.  (13)

С помощью (7), (9), (13) получим для f(ξ, τ) вы-
ражение 

явно отражающее симметрию плотности вероят-
ности координаты ξ элементарного акта сорбции в 
момент времени τ относительно перестановки ар-

1 Именно такая ситуация имеет место в регенеративном патро-
не респиратора на химически связанном кислороде, используемо-
го в данном режиме тяжести, при наличии в воздуховодной части 
паров воды, играющих роль катализатора.
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гументов. С помощью (14), исходя из смысла f(ξ, 
τ), можно найти проскок примеси через фильтр как 
функцию времени:

где η — безразмерная длина фильтра.
Построенные с помощью (15) кривые представ-

лены на рис. 1 (здесь 1 — η = 4; 2 — η = 8; 3 — η = 12; 
4 — η = 16).

Видно, как по мере исчерпания поглотительного 
ресурса фильтра проскок примеси через него мо-
нотонно возрастает, асимптотически приближаясь 
к 1 = ω(0, τ) — своему значению на входе в фильтр 
ω(ξ, τ). При этом срок защитного действия фильтра 
τ

кр
(η) (время наступления критического значения 

проскока ω(η, τ
кр

) = ω
кр

) при любом значении ω
кр

 
растет с увеличением η по линейному закону (рис. 2, 
здесь 1 — ω

кр
 = 0,1; 2 — ω

кр
 = 0,35; 3 — ω

кр
 = 0,6; 

4 — ω
кр

 = 0,8). Так и должно быть при постоянстве 
расхода примеси, ибо сорбционный ресурс фильтра 
пропорционален его длине.

Видно, что при данной η меньшим значениям 
ω

кр
 соответствует более короткий срок защитного 

действия. В частности (рис. 2, зависимость 1), про-
скок через короткий фильтр может сразу превышать 
критический (срок защитного действия равен нулю).

Корреляционные связи в задаче динамики 
сорбции СО2 в регенеративном патроне 

изолирующего респиратора
В соответствии с изложенным выше теоретико-

вероятностным подходом к исследованию динамики 
сорбции СО

2
 в регенеративном патроне респиратора, 

последняя является случайным процессом, в рамках 
которого закон распределения случайной координа-
ты элементарного акта сорбции эволюционирует во 
времени, по мере послойной отработки поглотитель-
ного ресурса фильтра. При этом τ играет роль пара-
метра, при любом значении которого выполняется 
условие нормировки:

Однако в действительности при данном t нельзя 
достоверно предсказать, чему окажется равным τ, а 
также проскок через фильтр поглощаемой приме-
си (экспериментальные кривые проскока примеси 
через одинаковые фильтры в одинаковых режимах 
эксплуатации совпадать не будут). Причина в не-
возможности точно обеспечить гранулометрический 
состав сорбента, а также однородность и плотность 
его упаковки. Все это влияет на числовые значения 
фигурирующих в (2) характеристик сорбента. В част-
ности, β обратно пропорциональна диаметру гранул 
[10], а плотность их упаковки влияет на γ. Кроме то-
го, нельзя строго обеспечить постоянство концентра-
ции примеси на входе в фильтр, что, в соответствии 
с изложенным в [10] принципом песочных часов, 
тоже будет приводить к флуктуациям τ. Теоретически 
учесть влияние всех перечисленных выше факторов 
на вид и параметры плотности вероятности f(τ) не 
представляется возможным. Поэтому оценки инте-

 Рис. 1. Эволюция проскока примеси через фильтры 
различной длины

 Fig. 1. Evolution of impurity breakthrough through the 
filters of various lengths

 Рис. 2. Срок защитного действия фильтра как функ-
ция его длины

 Fig. 2. Protective life of the filter as a function of its 
length
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ресующих числовых характеристик случайной вели-
чины τ целесообразно проводить статистическими 
методами, обрабатывая результаты соответствующих 
натурных экспериментов.

Таким образом, на самом деле при моделиро-
вании динамики сорбции имеем дело с двумерной 
случайной величиной с плотностью вероятности

 f(ξ, τ) = f(τ)f(ξ|τ), (17)

где f(ξ|τ) — условная плотность вероятности ξ, зада-
ваемая правой частью (14)

что следует из (14)–(18), когда среднеквадратическое 
отклонение τ от своего матожидания стремится к 
нулю (f(τ) становится δ-функцией).

Очевидно, с ростом времени работающий слой 
сорбента удаляется от входа в фильтр по мере ис-
черпания поглотительного ресурса расположенных 
у входа лобовых слоев сорбента. Это значит, что ма-
тематическое ожидание ξ тоже будет расти. Иными 
словами, случайные величины ξ и τ корреляционно 
связаны (см. (16), (18):

где mξ(τ) — условное математическое ожидание ξ.
Линейность корреляции обусловлена постоянст-

вом концентрации примеси на входе в фильтр и его 
однородностью (отсутствием начальной отработки 
поглотительного ресурса, изменения размера гранул 
по мере удаления от входа в фильтр и т.п.).

По этой причине уравнение линейной регрессии 
корреляционной зависимости

 [mξ(τ) – mξ]/σξ = rξτ(τ – mτ)/στ, (20)

где mξ, mτ — математические ожидания соответствен-
но ξ и τ; σξ, στ — их среднеквадратические отклоне-
ния; rξτ — коэффициент корреляции,

становится точным равенством. Убедимся в этом 
непосредственно. С учетом (17), (19), (21)

 

Подставив (22), (24) в (23), получим

или

 rξτ = στ/σξ. (25)

И наконец, подставив (22), (25) в (20), получим 
(19).

Аналогично (19) доказывается квадратичность 
корреляции случайных величин ξ2 и τ:

Из (19), (26) следует, что
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Асимптотика динамики 
сорбции СО2 в регенеративном 

патроне респиратора с большим сроком 
защитного действия

Согласно (27) в длинных фильтрах выполняет-

ся неравенство  так как срок 
защитного действия фильтра пропорционален его 
длине (см. рис. 2). То есть при больших временах 
(τ ≥ 18), когда

(см. (19), (27) фильтр из полубесконечного, в соответ-
ствии с неравенством Чебышева и правилом трех σ 
[11], становится как бы бесконечным. А экстремаль-
ность энтропии на бесконечном промежутке обеспе-
чивается нормальным законом распределения [11]:

То есть, в соответствии со вторым началом тер-
модинамики, асимптотика процесса фильтрации 
примеси в задаче динамики сорбции задается фор-
мулами (19), (27), (28), что подтверждается кривыми, 
представленными на рис. 3 (здесь 1 — τ = 0; 2 — τ = 1; 
3 — τ = 10), построенными с помощью формулы 
(18). Видно, как экспоненциальное распределение 
(см. (6), реализованное в чистом фильтре (τ = 0), 
трансформируется в нормальное, по мере послойной 
отработки его поглотительного ресурса. Для того 
чтобы этот процесс мог завершиться до наступления 
критического проскока сорбтива

 τ
кр

(η) > 18,  (29)

фильтр должен обладать достаточной безразмерной 
длиной.

Результаты численных расчетов, выполненных 
с помощью соотношений (15), (29), в графической 
форме представлены на рис. 4. Полученная зависи-
мость допускает следующую интерпретацию. По-
скольку наклон представленных на рис. 2 прямых 
зависит от ω

кр
, достаточная для формирования нор-

мальной асимптотики безразмерная длина патро-
на тем больше, чем меньше критический проскок 
сорбтива.

В частности, в выдыхаемом человеком воздухе 
содержится 4 % углекислого газа. Отравление угле-
кислым газом начинается, когда в поступающем на 
вдох воздухе его содержание превышает 1,5 % [6]. 
То есть для изолирующего дыхательного аппарата 
на химически связанном кислороде ω

кр
 = 1,5/4 = 

0,375. Согласно представленной на рис. 4 кривой 
при таком значении критического проскока СО

2
 

нормальная асимптотика плотности вероятности 
координаты элементарного акта сорбции успевает 
сформироваться до истечения срока защитного дей-
ствия дыхательного аппарата при η > 20,5. В режиме 
средней тяжести (расход воздуха 29 л/мин) таким 
свойством обладают респираторы, снаряженные бо-
лее чем 3,3 кг кислородсодержащего продукта на 
основе надпероксида калия [6]. А при легкой физи-
ческой нагрузке (расход воздуха 11 л/мин) — дыха-
тельные аппараты (респираторы и самоспасатели с 
круговой схемой воздухо водной части [12]) с 1,35 и 
более кг кислородсодержащего продукта на основе 
надпероксида калия.

С помощью (28), (14), (18) и первого равенства 
(15) можно выразить асимптотику проскока примеси 
через длинный фильтр

и из условия

 Рис. 3. Эволюция плотности вероятности координаты 
элементарного акта сорбции

 Fig. 3. Evolution of the probability density of the 
coordinate of an elementary act of sorption

 Рис. 4. Величина η, достаточная для формирования 
нормальной асимптотики f(ξ|τ), как функция ω

кр

 Fig. 4. Value η, sufficient to form the normal asymptotics 
of f(ξ|τ) as a function of ω

кр
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(см. (19), (27) определить срок его защитного дейст-
вия τ

кр
(η, ω

кр
) как функцию η и ω

кр
. В формулах (30), 

(31) Φ(x) — табулированная первообразная плотно-
сти вероятности приведенной нормально распреде-
ленной величины, Φ(∞) = 1/2 [11].

При этом важно, что, в соответствии с ранее изло-
женным, асимптотика (28) верна лишь в окрестности 
условного математического ожидания ξ

⏐ξ – mξ(τ)⏐ < 3σξ(τ),

дающей главный вклад в энтропию. То есть в (31) 
можно подставлять лишь значения ω

кр
 ∈ (0,5 – c; 

0,5 + c), где c = Φ(3) = 0,49865 (см. [11]). В частности, 
это значит, что при ω

кр
 < 0,00135 (например, когда 

фильтруемая примесь очень ядовита) пользоваться 
асимптотическими формулами (28)–(30) нельзя.

Заключение
Таким образом, установлена симметрия относи-

тельно перестановки аргументов условной плотности 
вероятности координаты элементарного акта сорб-
ции ξ при данном значении обезразмеренного вре-
мени работы фильтра τ. Показано, что независимо 
от критического проскока примеси срок защитного 
действия фильтра пропорционален его длине. С по-
мощью полученных корреляционных зависимостей 
ξ и ξ2 от τ, а также неравенства Чебышева и условия 
экстремальности энтропии установлена нормаль-
ная асимптотика эволюции закона распределения ξ 
при больших временах и связанного с ним проскока 
примеси через фильтр. Обоснованы границы приме-
нимости такой асимптотики. Построена зависимость 
обезразмеренной длины фильтра, достаточной для 
формирования нормальной асимптотики динамики 
сорбции, от уровня критического проскока примеси. 
Указано минимальное значение критического про-
скока, позволяющее для определения срока защит-
ного действия фильтра использовать соотношения, 
отражающие нормальную асимптотику процесса.
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Abstract
Usually, to simulate the operation of an insulating respirator, the 

problem of sorption dynamics is solved. The result obtained under 

the given initial and boundary conditions uniquely describes the 

evolution of impurity breakthrough through the filter. Howe-

ver, the coordinate of the elementary act of sorption is reliably 

unpredictable. Therefore, a probability-theoretic approach to 

modeling the workflow of an insulating respirator on chemically 

bound oxygen is possible. This publication is devoted to its further 

development.

An additional powerful resource is connected to the modeling 

of sorption dynamics in the form of the main theorems of the 

probability theory. The random coordinate of the elementary 

act of adsorption of the CO
2
 molecule, its dispersion, and the 

time of operation of the respirator are considered as a system of 

continuous, correlationally related random variables. Symmetry 

with respect to the permutation of the arguments of the condi-

tional probability density of the coordinate of the elementary act 

of sorption is established for a given time value. It is shown that 

regardless of the critical breakthrough of the sorbitol, the period 

of the protective action of the filter is proportional to its length. 

With the help of the obtained correlation dependences, Cheby-

shev inequality and the condition of extremity of entropy, the 

normal asymptotic behavior of the evolution of the distribution 

law of the random coordinate of the elementary act of sorption 

and the related breakthrough of the sorbate through the filter is 

established. The limits of applicability of such asymptotics are 

substantiated.

The dependence of the dimensionless length of the filter, which 

is sufficient for the formation of the normal asymptotics of the 

sorption dynamics, on the level of critical impurity breakthrough 

was constructed. The minimum value of the critical breakthrough 

is indicated, which allows to use relations that reflect the normal 

asymptotics of the process to determine the period of the filter 

protective action.

Key words: sorption dynamics, random process, correla-

tion relationship, extremality of entropy, impurity breakthrough 

asymptotics.
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