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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Уважаемые студенты! Данное пособие является очередным в ряду 

работ, содержащих материалы для эффективной организации Вашей вне-

аудиторной самостоятельной работы при изучении курса строительной ме-

ханики. Предлагаемые материалы включают в себя: 

 рекомендации по осуществлению самостоятельной познавательной 

деятельности с целью формирования системы знаний, связанных с базовыми 

теоретическими положениями и понятиями изучаемого модуля курса и со-

ответствующих дисциплин естественнонаучного и общепрофессионального 

циклов; 

 указания по приобретению устойчивых умений и навыков, связан-

ных с практическим применением сформированной системы знаний для ре-

шения задач модуля курса согласно стандартным алгоритмам; 

 материалы для самоконтроля знаний, умений и навыков, связанных 

с изучаемым курсом. 

При написании пособия использовались материалы, изложенные в со-

ответствующих образовательных стандартах, учебных программах, учебниках, 

учебных пособиях, Интернет-источниках по строительной механике и связан-

ным с ней соответствующим дисциплинам естественнонаучного и общепро-

фессионального циклов учебного плана. Список использованных источников 

приводится в конце пособия. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Конструкция считается системой с конечным числом степеней свободы, 

если положение всех масс конструкции при колебаниях однозначно описы-

вается некоторым определенным количеством независимых геометрических 

параметров. 

Однако реальные конструкции зданий и сооружений обладают соб-

ственной распределенной массой и, кроме того, могут иметь некоторое число 

присоединенных масс, связанных с размещенным на них оборудованием. По-

этому с учетом собственной массы такие конструкции всегда являются систе-

мами с бесконечным числом степеней свободы. 

С целью упрощения в приближенных динамических расчетах реальные 

конструкции часто заменяются системами с конечным числом степеней сво-

боды. Кроме того, при динамическом расчете сложных конструкций такой 

подход может оказаться и единственно практически возможным. Замена ре-

альных конструкций системами с конечным числом степеней свободы может 

осуществляться в следующих случаях. 

Если присоединенные массы значительно превышают собственную 

массу конструкции, то ей пренебрегают, и конструкция рассматривается как 

система с конечным числом степеней свободы. Примерами таких конструк-

ций служат балки перекрытий и покрытий с установленными на них мощ-

ными вентиляторами или другим оборудованием, собственный вес которых 

во много раз меньше веса установленного оборудования. 

Если собственной массой конструкции пренебрегать нельзя, то для ее 

учета непрерывное распределение массы заменяют дискретным точечным 

распределением масс, и конструкция рассматривается как система с конеч-

ным числом степеней свободы. Примерами таких конструкций могут слу-

жить тяжелые фермы больших пролетов, масса которых сосредотачивается 

в узлах. 

Таким образом, в обоих случаях строительные конструкции как си-

стемы с конечным числом степеней свободы состоят из упругого безмас-

сового скелета конструкции и присоединенных к нему дискретных масс.  

В настоящем пособии рассматриваются свободные и вынужденные 

колебания несущих стержневых конструкций зданий и сооружений как си-

стем с конечным числом степеней свободы. 
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1. РЕКОМЕНДАЦИИ К ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА МОДУЛЯ 

 

Изучение теоретического материала модуля следует начинать с повто-

рения рекомендаций по изучению курса в целом согласно [13]. Содержание 

изучаемого модуля связано с общими положениями и понятиями колебания 

системы с одной степенью свободы. Структурно-логическая схема ключевых 

понятий, принципов, терминов рассматриваемого модуля, которые подле-

жат пониманию и усвоению согласно [3], приведена на рисунке 1. 

 

Рисунок 1. – Структурно-логическая схема ключевых понятий,  

принципов, терминов изучаемого модуля 

Изучение материала модуля должно начинаться с ясного понимания, 

что собой представляет конструкция как система с конечным числом сте-

пеней свободы. 

После этого следует разобраться, какие существуют способы составле-

ния колебаний систем с конечным числом степеней свободы. Затем важно: 

 выяснить, какие колебания может совершать такая система и с ка-

кими перемещениями могут быть связаны ее степени свободы; 

 усвоить, что любые колебания систем с конечным числом степеней 

свободы могут рассматриваться с учетом и без учета сил сопротивления 

колебаниям; 

 понять, что лежит в основе способов получения уравнений, описы-

вающих любые колебания системы с конечным числом степеней свободы, 

и какую они имеют математическую форму. 
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Изучение колебаний системы с конечным числом степеней свободы 

следует начинать со свободных колебаний без учета сил сопротивления та-

ким колебаниям. Сначала важно понять: 

 что собой представляют такие колебания; 

 что является причиной их возникновения; 

 что собой представляют прямая и обратная формы дифференциаль-

ных уравнений таких колебаний и как они получаются; 

 что собой представляют прямая и обратная формы амплитудных 

уравнений таких колебаний и как они получаются; 

 какие возможны исходы при решении амплитудных уравнений и что 

они собой описывают для конструкции, которая рассматривается как система 

с конечным числом степеней свободы; 

 что собой представляет частотное уравнение, как оно получается  

и что является его решениями. 

Затем, опираясь на полученные решения частотного уравнения, сле-

дует усвоить, что собой представляют собственные частоты свободных коле-

баний, что такое спектр собственных частот и какими бывают его формы, 

какие бывают разновидности спектра собственных частот реальных кон-

струкций.  

После этого необходимо разобраться, как решаются амплитудные 

уравнения свободных колебаний, что такое собственные формы свободных 

колебаний конструкции и какими свойствами они обладают. 

И в завершение рассмотрения свободных колебаний следует изучить 

энергетический способ определения собственных частот свободных коле-

баний, понять, на чем основан это метод и как приближенно определяется 

первая собственная частота таких колебаний. 

После этого следует приступить к изучению установившегося режима 

вынужденных колебаний систем с конечным числом степеней свободы.  

И здесь прежде всего важно понять: 

 что собой представляют такие колебания; 

 что является причиной их возникновения;  

 что собой представляют прямая и обратная формы дифференциаль-

ных уравнений таких колебаний и как они получаются; 

 что собой представляют прямая и обратная формы амплитудных 

уравнений таких колебаний и как они получаются; 
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 какие возможны исходы при решении амплитудных уравнений и что 

они собой описывают для конструкции, которая рассматривается как система 

с конечным числом степеней свободы. 

Анализируя полученные решения амплитудных уравнений, важно по-

нять, что собой представляют явления резонанса и антирезонанса вынуж-

денных колебаний конструкций. 

Далее следует изучить, как определяются внутренние усилия для уста-

новившегося процесса вынужденных колебаний при динамических расчетах 

строительных конструкций прямым и обратным способами.  

При изучении материала модуля рекомендуется использование сле-

дующей литературы: [4, c. 571–597; 5, c. 567–572; 7, c. 19–50; 12, c. 25–40]. 

Для осознанного понимания и усвоения материала рассматриваемого 

модуля курса прежде всего необходимо повторить: 

 изученное в математике – понятия функции, производной функ-

ции, дифференциального уравнения, обыкновенного дифференциального 

уравнения, общего и частного решения дифференциального уравнения, ин-

тегральная кривая, начальные условия, задача Коши. Краткие справочные 

сведения, связанные с этими понятиями, приведены в приложении 1; 

 изученное в физике – основные понятия и законы классической 

механики. Краткие справочные сведения, связанные с этими понятиями, 

приведены в приложении 2; 

 изученное в теоретической механике – основные понятия и урав-

нения динамики. Краткие справочные сведения, связанные с этими поня-

тиями, аксиомами и уравнениями, приведены в приложении 3; 

 изученное в модуле «Методы определения внутренних усилий 

от неподвижной нагрузки в плоских статически определимых стержне-

вых системах» – внутренние силы и их числовые характеристики, виды 

статически определимых конструкций и их свойства, статический метод 

определения внутренних усилий; 

 изученное в модуле «Колебания системы с 1 степенью свободы» – 

деформация конструкции, жесткость и податливость конструкции, полные, 

частичные и единичные перемещения, закон Гука для конструкции, фор-

мулы для определения перемещений в статически определимых плоских 

стержневых конструкциях от нагрузки и осадки опор. 
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2. УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ МОДУЛЯ 

 

После завершения изучения теоретического материала модуля, его 

понимания и усвоения можно переходить к применению полученных зна-

ний для решения типовых задач модуля. Согласно утвержденной учебной 

программе курса [3] Вы должны при изучении колебаний строительных кон-

струкций как систем с конечным числом степеней свободы уметь выпол-

нять их динамический расчет при действии гармонической нагрузки. 

Для приобретения умений решения такой задачи рекомендуется сна-

чала внимательно прочитать указания к решению задачи, разобраться с при-

веденным примером ее решения. После этого рекомендуется к перейти  

к решению задач, приведенных в [9; 12; 16; 17; 18]. 

 

2.1 Динамический расчет строительной конструкции 

при действии гармонической нагрузки 

 

Динамический расчет строительной конструкции как системы с конеч-

ным числом степеней свободы включает в себя: 

 получение спектра собственных частот свободных колебаний кон-

струкции; 

 построение собственных форм свободных колебаний конструкции; 

 проверку конструкции на резонанс при действии динамической 

нагрузки; 

 определение амплитуд динамических внутренних усилий и постро-

ение их эпюр; 

 проверку прочности конструкции при совместном действии стати-

ческой и динамической нагрузок. 

Для осуществления двух первых частей динамического расчета рас-

сматриваются свободные колебания строительной конструкции. Основными 

количественными характеристиками таких колебаний конструкций, рассмат-

риваемых как системы с конечным числом степеней свободы, являются соб-

ственные частоты и собственные формы. Для отыскания указанных харак-

теристик можно использовать прямой и обратный способы решения задачи 

о свободных колебаниях системы с конечным числом степеней свободы. 
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Определение собственных частот и получение собственных форм сво-

бодных колебаний связано с решением амплитудных уравнений, которые 

в случае решения задачи обратным способом имеют вид [12] 

 

 

2 2 2 2
11 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

11
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...............................................................................

... 1 ... 0;

m m m m m m n n n

m mm m m mm m m mn n n

m

m a m a I I

m a m a I I

  

  



                

                

  

 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

... 1 ... 0;

..................................................................................

... ... 1 0

m m m m m m m m m n n n

n nm m m nm m m nn n n

m a m a I I

m a m a I I

     

  

               

                 .

 

Амплитудные уравнения представляют собой систему однородных ли-

нейных алгебраических уравнений. Известно, что при решении таких урав-

нений возможны два случая. 

Первый случай соответствует нулевому или тривиальному решению 

системы уравнений. В этом случае корни системы равны между собой и тож-

дественно равны нулю. Так как корнями уравнений являются амплитуды 

колебаний, то физически это означает, что рассчитываемая конструкция 

находится в состоянии покоя. 

Второй случай соответствует ненулевым или нетривиальным реше-

ниям системы уравнений. В этом случае корни системы разные и отличны 

от нуля. Физически это соответствует свободным колебаниям конструкции. 

Математическим признаком существования таких решений является равен-

ство нулю определителя системы амплитудных уравнений.  

При раскрытии определителя получится уравнение следующего вида: 

   
1

2 2 2
1 1 0... 0.

n n

n nb b b b


         

Полученное алгебраическое уравнение n-ой степени относительно 2 

является частотным уравнением задачи о свободных колебаниях конструк-

ции как системы с конечным числом степеней свободы. Корнями этого урав-

нения являются квадраты собственных частот. Найденные собственные ча-

стоты, расположенные в порядке возрастания, образуют спектр собствен-

ных частот свободных колебаний, являющийся первой важной динамиче-

ской характеристикой строительных конструкций. 
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Каждой собственной частоте соответствует определенное очертание 

формы колебаний конструкции. Такое очертание характеризуется амплитуд-

ными смещениями масс конструкции. Для определения соотношения ам-

плитуд найденные собственные частоты подставляются в амплитудные урав-

нения. Таким образом, каждой собственной частоте будет соответствовать 

набор соотношений амплитуд, которые характеризуют очертание формы 

колебаний конструкции, когда они происходят с определенной собственной 

частотой. Каждый такой набор соотношений амплитуд и называется соб-

ственной формой свободных колебаний конструкций.  

Конструкция с n степенями свободы имеет n собственных форм, кото-

рые образуют ее спектр собственных форм. Такой спектр является второй 

важной динамической характеристикой строительных конструкций и вместе 

со спектром собственных частот, образно говоря, характеризуют динамиче-

ский портрет каждой из них. 

Для осуществления третьей части динамического расчета круговая 

частота изменения величины динамической нагрузки сравнивается с полу-

ченными значениями спектра собственных частот свободных колебаний 

строительной конструкции. В случае если она не превышает 80% значения 

первой собственной частоты, то при работе оборудования, порождающего 

гармоническую нагрузку, резонанс в конструкции не возникает.  

Для осуществления четвертой части динамического расчета, связанной 

с отысканием амплитудных значений внутренних усилий при действии гар-

монической нагрузки, рассматривается установившийся процесс вынужден-

ных колебаний конструкции как системы с конечным числом степеней сво-

боды. Определение амплитудных значений динамических внутренних уси-

лий связано с решением амплитудных уравнений, которые в случае решения 

задачи обратным способом имеют вид [12] 

11 1 1 12
1

1 1 2

1
...

..................................................

1
...

;

.

i

i

n n H

n nn n nH

n

I I
m

I I
m

      


      


 
 
 

 
 
 

 

Амплитудные уравнения представляют собой систему неоднородных 

линейных алгебраических уравнений относительно амплитуд сил инерции 

масс конструкции. Тогда для определения амплитуд динамических внут-
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ренних усилий – изгибающих моментов, поперечных сил и продольных 

сил, в соответствии с принципом суперпозиции, используются следующие 

формулы: 

1 1 ... ,n n Hi
M m I m I M     

1 1 ... ,n n Hi
Q q I q I Q     

1 1 ... .n n Hi
N n I n I N     

В приведенных формулах первые n слагаемых дают доли амплитуд-

ных значений соответствующих внутренних усилий, порождаемых амплиту-

дами сил инерции, а последние слагаемые являются долями соответству-

ющих амплитудных значений внутренних усилий, приносимых амплитудой 

гармонической нагрузки. 

Для осуществления заключительной части динамического расчета, 

связанной с проверкой прочности конструкции при совместном действии 

статической и динамической нагрузок, необходимо статические внутренние 

усилия, возникающие в наиболее опасном сечении конструкции, сложить  

с соответствующими амплитудными значениями динамических внутренних 

усилий и проверить для этого сечения выполнение условий первого пре-

дельного состояния. 
 

2.2 Пример динамического расчета строительной конструкции 

при действии гармонической нагрузки 
 

На конце консоли стальной балки, выполненной из двутавра № 33, 

расположен электродвигатель массой 1 500 кгm    

, 

порождающий гармоническую нагрузку с амплитудным значением 2 кНH    

и круговой частотой -152,5 сек  . Посредине пролета балки расположено 

вспомогательное оборудование массой 2 500 кгm   . Параметры балки имеют 

следующие значения: 

4 3 54 м,  9840 см ,  597 см , 2 10 МПа,  210 МПа.z zl I W E R             
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Требуется, используя обратный способ:  

 определить собственные частоты свободных колебаний; 

 построить собственные формы свободных колебаний; 

 провести проверку конструкции на резонанс; 

 определить амплитудные значения динамических внутренних 

усилий; 

 провести проверку прочности конструкции. 

Определение собственных частот свободных колебаний 

Заданная балочная конструкция, с учетом вводимых в расчет допу-

щений, имеет две степени свободы, связанные с перемещениями присо-

единенных точечных масс. 

 

Тогда основная система обратного способа имеет вид 

. 

Амплитудные уравнения свободных колебаний при использовании 

обратного способа для заданной конструкции имеют вид 

 
 

2 2
11 1 1 12 2 2

2 2
21 1 1 22 2 2

1 0;

1 0.

m a m a

m a m a

      

      
 

Для определения входящих в уравнения коэффициентов  i   1 2k i,k ,   

рассмотрим два единичных состояния и построим единичные эпюры изгиба-

ющих моментов 

 

. 
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Используя формулу Максвелла-Мора и вычисляя входящие в нее ин-

тегралы по правилу Верещагина, получим следующие значения коэффици-

ентов: 

3 3 3

11 22 12 21,   ,   .
8 48 32z z z

l l l

EI EI EI
          

Подставим в амплитудные уравнения полученные значения коэффи-

циентов ik  и введем частотный коэффициент обратного способа. 

3 2
zEI

ml
 


 

Этот коэффициент связан с квадратом круговой частоты свободных 

колебаний обратной зависимостью. 

Тогда амплитудные уравнения примут вид 

 
 

3 4
1 2

4 4
1 2

1 250 10 3 125 10 0;

3 125 10 2 083 10 0

, a , a

, a , a .

 

 

     

     
 

Для нахождения собственных частот свободных колебаний прирав-

няем нулю определитель полученной системы и, раскрывая определитель, 

получим квадратное уравнение относительно частотного коэффициента μ 

2 3 31 458 10 1 627 10 0., ,        

Решая полученное уравнение, вычислим его корни 

3
1

4
2

1 337 10 ;

1 217 10 .

,

,




  

  
 

С учетом обратной зависимости между частотным коэффициентом  

и круговой частотой значения корней расположены в порядке убывания. 

Тогда собственные частоты свободных колебаний конструкции принимают 

значения 

-1
1 3

1

-1
2 3

2

67 975 сек ;

224 299 сек .

z

z

EI
,

ml

EI
,

ml

  


  


 

Графическое изображение полученного спектра собственных частот: 

. 
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Построение собственных форм свободных колебаний 

Для построения собственных форм свободных колебаний последо-

вательно подставим найденные значения частотного коэффициента μ в си-

стему амплитудных уравнений. Так как после этого система уравнений ста-

новится вырожденной, то для ее решения поступим следующим образом. 

Отбрасываем второе уравнение, полагаем первую амплитуду равной еди-

нице и находим относительное значение второй амплитуды в долях от пер-

вой амплитуды. Каждый полученный набор амплитуд будет характеризовать 

соответствующую собственную форму свободных колебаний нашей системы. 

Амплитуды, соответствующие первой собственной форме, принимают 

значения 

3
1

11 21 4

1 250 10
1   0 277

3 125 10

,
a , a , .

,





 
   


 

Соответствующее полученным значениям амплитуд очертание первой 

собственной формы свободных колебаний имеет вид 

. 

Амплитуды, соответствующие второй собственной форме, принимают 

значения 

3
2

12 22 4

1 250 10
1   3 610

3 125 10

,
a , a , .

,





 
  


 

Соответствующее полученным значениям амплитуд очертание второй 

собственной формы свободных колебаний имеет вид 

. 

Проверка конструкции на резонанс 

Покажем на графическом изображении спектра собственных частот 

конструкции положение круговой частоты динамической нагрузки 
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и найдем ее соотношение с первой собственной частотой свободных коле-

баний конструкции 

1

52,5
0,772 0,8.

67,975
  




 

Из полученного соотношения следует, что резонанс в конструкции  

не возникает, а колебания конструкции происходят в дорезонансной зоне. 

Определение амплитудных значений динамических внутренних 

усилий 

Запишем уравнения для определения амплитуд сил инерции 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

0;

0.

*
H

*
H

I I

I I

     

     
 

Главные коэффициенты уравнений имеют вид 

11 11 2
1

1
,*

m
   


   22 22 2

2

1
,*

m
   


 

а аналитические выражения для остальных коэффициентов были получены 

при составлении амплитудных уравнений свободных колебаний конструк-

ции. Рассчитаем численные значения коэффициентов рассматриваемой си-

стемы уравнений 

3
7

11 2
1

1 м
3,175 10 ;

8 Н

*

z

l

EI m

     


 

3
7

22 2
2

1 м
6,576 10 ;

48 Н

*

z

l

EI m

     


 

3
7

12 21

м
1,020 10 .

32 Нz

l

EI

         

Для вычисления свободных членов, входящих в уравнения для опре-

деления амплитуд сил инерции, рассмотрим грузовое состояние и построим 

эпюру изгибающих моментов от действия амплитуды динамической нагрузки. 
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Используя формулу Максвелла-Мора и вычисляя входящие в нее ин-

тегралы по правилу Верещагина, получим следующие значения свободных 

членов: 

3
4

1 8,163 10 м;
8

H
z

Hl

EI

     

3
4

2 2,041 10 м.
32

H
z

Hl

EI

       

Система уравнений для определения амплитуд сил инерции после 

подстановки найденных числовых значений коэффициентов и свободных 

членов примет вид 

1 2

1 2

3,175 1,02 8163 0;

1,02 6,576 2041 0

I I

I I .

  

  
 

Решая полученную систему, найдем следующие амплитудные значе-

ния сил инерции: 

1 2810,835 Н,I     2 746,472 Н.I    

Тогда амплитудные значения динамических изгибающих моментов  

в соответствии с принципом суперпозиции определяются по формуле 

1 1 2 2 ,HM m I m I M    

и их эпюра имеет вид 

. 

Построенная по эпюре изгибающих моментов эпюра амплитудных 

значений динамических поперечных сил имеет вид 

. 
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Проверка прочности конструкции 

Наибольший статический изгибающий момент от расположенного  

на балке оборудования возникает в сечении на левой опоре и равняется 

500 9,807 2 9,807 кНм.стM       

Определенный выше наибольший динамический изгибающий момент, 

возникающий в том же сечении, равняется 

9,623кНм.динM    

Следовательно, полный изгибающий момент, возникающий в опасном 

сечении при работающем электродвигателе, равняется 

19,43кНм.полн ст динM M M     

Тогда максимальное нормальное напряжение, возникающее в опас-

ном сечении балки при работающем электродвигателе, равняется 

32,5МПа < 210 МПа,полн
max

M
R

W
      

и, следовательно, прочность балки при работающем электродвигателе 

обеспечена. 
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3. МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ И УМЕНИЙ 
 

При изучении строительной механики важную роль играет адекват-

ная самостоятельная оценка приобретенных знаний и умений. Наиболее 

рационально это можно осуществлять с помощью самотестирования. Для 

его проведения в пособии содержатся: 

 тестовые задания первого уровня, позволяющие проверить понима-

ние и усвоение основных понятий, принципов, терминов изученного модуля; 

 тестовые задания второго уровня, позволяющие проверить умение 

решать типовые задачи модуля. 

В представленных тестовых заданиях первого уровня использованы 

следующие их виды: 

 задания закрытой формы; 

 задания на установление соответствия; 

 задания на установление правильной последовательности; 

 задания открытой формы. 

В тестовых заданиях закрытой формы необходимо выбрать правиль-

ный ответ из представленных вариантов ответов. Возможны две разновид-

ности таких заданий: с выбором одного правильного ответа, с выбором не-

скольких правильных ответов. 

В тестовых заданиях на установление соответствия нужно указать связь 

между элементами двух столбцов – задающего столбца и столбца выбора. 

Элементы задающего столбца располагаются слева, а элементы столбца 

выбора – справа. Правый столбец содержит элементов больше, чем левый, 

и все его элементы являются истинными высказываниями. 

В тестовых заданиях на установление последовательности нужно вос-

становить правильную последовательность некоторых действий, приведен-

ных произвольным образом.  

В тестовых заданиях открытой формы требуется дописать правильный 

ответ, связанный с определенным понятием, принципом или термином.  

В тестовых заданиях второго уровня необходимо показать умение ре-

шать стандартные задачи, связанные с определением степени статической 

неопределимости плоских стержневых конструкций. 
 

3.1 Тестовые задания первого уровня 
 

1.1. Уравнения свободных колебаний без учета сил сопротивления 

системы с конечным числом степеней свободы, полученные прямым спо-

собом, – это: 

1) система линейных однородных алгебраических уравнений; 
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2) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений первого порядка; 

3) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка; 

4) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка; 

5) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка. 

 

1.2. Уравнения установившегося процесса вынужденных колебаний 

без учета сил сопротивления системы с конечным числом степеней сво-

боды, полученные обратным способом, – это: 

1) система линейных однородных алгебраических уравнений; 

2) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений первого порядка; 

3) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка; 

4) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка; 

5) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка. 

 

1.3. Амплитудные уравнения свободных колебаний без учета сил со-

противления системы с конечным числом степеней свободы, полученные 

прямым способом, – это: 

1) система линейных однородных алгебраических уравнений; 

2) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений первого порядка; 

3) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка; 

4) система обыкновенных линейных однородных дифференциальных 

уравнений второго порядка; 

5) система обыкновенных линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка. 

 

1.4. Каким соотношениям должны удовлетворять определители 

в формулах Крамера, чтобы решения амплитудных уравнений описывали 
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обычный режим установившихся вынужденных колебаний системы с ко-

нечным числом степеней свободы? 

1) Δi = 0, Δ = 0; 

2) Δi ≠ 0, Δ = 0; 

3) Δi ≠ 0, Δ ≠ 0; 

4) Δi = 0, Δ ≠ 0; 

5) Δi ≤ 0, Δ ≥ 0. 

 

1.5. Каким соотношениям должны удовлетворять определители 

в формулах Крамера, чтобы решения амплитудных уравнений описывали 

резонансный режим установившихся вынужденных колебаний системы  

с конечным числом степеней свободы? 

1) Δi = 0, Δ = 0; 

2) Δi ≠ 0, Δ = 0; 

3) Δi ≠ 0, Δ ≠ 0; 

4) Δi = 0, Δ ≠ 0; 

5) Δi ≤ 0, Δ ≥ 0. 

 

1.6. Каким соотношениям должны удовлетворять определители 

в формулах Крамера, чтобы решения амплитудных уравнений описывали 

антирезонансный режим установившихся вынужденных колебаний си-

стемы с конечным числом степеней свободы? 

1) Δi = 0, Δ = 0; 

2) Δi ≠ 0, Δ = 0; 

3) Δi ≠ 0, Δ ≠ 0; 

4) Δi = 0, Δ ≠ 0; 

5) Δi ≤ 0, Δ ≥ 0. 

 

1.7. На основании чего получена формула для определения амплитуд 

изгибающих моментов установившегося процесса вынужденных колеба-

ний без учета сил сопротивления системы с конечным числом степеней 

свободы, полученная прямым способом? 

1) принципа Сен-Венана; 

2) гипотезы плоских сечений; 

3) принципа возможных перемещений; 

4) принципа начальных размеров; 

5) принципа независимости действия сил. 
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1.8. На основании чего получена формула для определения амплитуд 

поперечных сил установившегося процесса вынужденных колебаний без 

учета сил сопротивления системы с конечным числом степеней свободы, 

полученная обратным способом? 

1) принципа Сен-Венана; 

2) гипотезы плоских сечений; 

3) принципа возможных перемещений; 

4) принципа начальных размеров; 

5) принципа независимости действия сил. 

 

1.9. На основании чего получена формула для определения амплитуд 

продольных сил установившегося процесса вынужденных колебаний без 

учета сил сопротивления системы с конечным числом степеней свободы, 

полученная прямым способом? 

1) принципа Сен-Венана; 

2) гипотезы плоских сечений; 

3) принципа возможных перемещений; 

4) принципа начальных размеров; 

5) принципа независимости действия сил. 

 

1.10. При каких условиях впервые возникает резонанс в конструкции 

как системе с конечным числом степеней свободы? 

1) первая собственная частота свободных колебаний конструкции 

меньше круговой частоты изменения динамической нагрузки; 

2) первая собственная частота свободных колебаний конструкции 

больше круговой частоты изменения динамической нагрузки; 

3) первая собственная частота свободных колебаний конструкции рав-

няется круговой частоте изменения динамической нагрузки. 

 

1.11. При каких соотношениях круговой частоты изменения дина-

мической нагрузки и первой собственной частоты свободных колебаний 

конструкции как системы с конечным числом степеней свободы реали-

зуется дорезонансный режим установившегося процесса вынужденных 

колебаний? 

1) 0 0 8;


  


 

2) 0,8 1,2;


 

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3) 1,2 ;


  


 

4)   . 
 

1.12. При каких соотношениях круговой частоты изменения дина-

мической нагрузки и первой собственной частоты свободных колебаний 

конструкции как системы с конечным числом степеней свободы реали-

зуется околорезонансный режим установившегося процесса вынужденных 

колебаний? 

1) 0 0,8;


 


 

2) 0,8 1,2;


 


 

3) 1,2 ;


  


 

4)   . 

 

3.2 Тестовые задания второго уровня 
 

2.1. Определите полное и неполное число степеней свободы рамы 

как системы с конечным числом степеней свободы. 
 

2.1.1 

 

2.1.2 
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2.1.3 

 

2.1.4 

 

2.1.5 

 

2.1.6 
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3.3 Ответы на тестовые задания первого и второго уровней 

 

1.1 – 4; 1.2 – 5; 1.3 – 1; 1.4 – 3; 1.5 – 2; 1.6 – 4; 1.7 – 5; 1.8 – 5; 1.9 – 5; 

1.10 – 3; 1.11 – 1; 1.12 – 2. 

 

2.1.1 – 12   7;w w   

2.1.2 – 9   6;w w   

2.1.3 – 12   8;w w   

2.1.4 – 9   5;w w   

2.1.5 – 12   8;w w   

2.1.6 – 9   6.w w   
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Приложение 1 

 

Краткие справочные сведения по математике, 

связанные с содержанием изучаемого модуля1 

 

Функция – закон (правило), по которому значениям одних переменных 

величин (независимая переменная x) соответствуют значения других пере-

менных величин (зависимая переменная y). Независимая переменная назы-

вается аргументом функции, а зависимая переменная – значением функции. 

Область определения функции – совокупность значений независи-

мой переменной x, при которых эта функция определена. 

Способы задания функции – аналитический, табличный, графический, 

компьютерной программой. 

Производная функции – предел отношения приращения функции  

к приращению аргумента, вычисленный в процессе, когда приращение ар-

гумента стремится к нулю. 

Дифференциальное уравнение – уравнение, связывающее аргумент 

(или аргументы), неизвестную функцию (или функции) и ее производные, 

описывающие определенный физический процесс. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение – дифференциальное 

уравнение, в котором искомая функция зависит от одного аргумента. 

Порядок дифференциального уравнения – наивысший порядок про-

изводной от искомой функции, входящий в уравнение. 

Решение дифференциального уравнения – функция, которая при под-

становке в это уравнение обращает его в тождество. Дифференциальное 

уравнение имеет бесконечное количество решений. 

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения n-го 

порядка – запись всего многообразия решений, содержащая n произволь-

ных постоянных 1,  ...,  nC C  и имеющая вид 

 1;  ,  ...,  .ny y x C C  

Частные решения обыкновенного дифференциального уравнения 

n-го порядка – решение, получаемое из общего решения при конкретных 

численных значениях каждой произвольной постоянной. 

Интегральная линия – график каждого частного решения.  

                                                 
1 Составлены с использованием: Мышкис, А. Д. Лекции по высшей математике : учеб. пособие / А. Д. Мыш-
кис. – СПб. : Лань, 2007. 
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Начальные условия – математические величины, характеризующие 

начальное состояние изучаемого процесса. Позволяют выделить соответ-

ствующее ему частное решение. 

Задача Коши – задача о нахождении частного решения обыкновен-

ного дифференциального уравнения при заданных начальных условиях. 
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Приложение 2 

 

Краткие справочные сведения по физике, 

связанные с содержанием изучаемого модуля2 

 

Механическое движение – процесс изменения взаимного располо-

жения материальных тел или их частей в пространстве с течением времени. 

Механическое воздействие – воздействие одного тела на другое, 

вызывающее деформацию тела или его ускорение при механическом дви-

жении или одновременно и то и другое. 

Сила (внешняя сила) – векторная величина, которая является мерой 

механического воздействия на тело со стороны другого тела. 

Деформация тела – изменение размеров и формы материального 

тела под действием внешних сил.  

Упругая деформация – деформация тела, исчезающая после снятия 

внешних сил. 

Пластическая (остаточная) деформация – деформация, сохраня-

ющаяся в теле после прекращения действия внешних сил. 

Внутренние силы – силы взаимодействия между атомами тела, воз-

никающие при его деформации вследствие смещения атомов из равновес-

ных положений в узлах кристаллической решетки. Эти силы носят дискрет-

ный характер (являются дискретными переменными величинами) и имеют 

электромагнитную природу. 

Силы упругости – внутренние силы, возникающие в теле при его 

упругой деформации. 

Тело отсчета – тело, по отношению к которому рассматривается 

механическое движение прочих тел. 

Система отсчета – тело отсчета вместе со связанной с ним системой 

координат. 

Инерциальная система отсчета – система отсчета, которая может 

покоиться или двигаться только равномерно и прямолинейно. 

Первый закон Ньютона (закон инерции3) – существуют системы от-

счета, в которых всякое материальное тело сохраняет состояние покоя или 

равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока при воздействии 

со стороны других тел это состояние не изменится. 
                                                 
2 Составлены с использованием: Макаренко, Г. М. Курс общей физики : учеб. пособие / Г. М. Макаренко. – 
Минск : Дизайн ПРО, 2003. 
3Впервые был сформулирован Галилеем. 
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Инертность – свойство материальных тел сохранять состояние покоя 

или равномерного прямолинейного движения. 

Второй закон Ньютона – ускорение, которое материальное тело 

приобретает в инерциальной системе отсчета, пропорционально действу-

ющей на тело силе, обратно пропорционально массе тела и по направле-

нию совпадает с силой. 

Масса – физическая величина, характеризующая инерционные и гра-

витационные свойства материальных тел. 

Плотность – физическая величина, характеризующая для однород-

ного тела отношение массы тела к его объему. 

Третий закон Ньютона – всякое действие материальных тел друг 

на друга носит характер взаимодействия; силы, с которыми действуют друг 

на друга материальные тела, всегда равны по модулю, противоположно 

направлены, действуют вдоль прямой, соединяющей точки их приложения, 

и приложены к разным телам.  

Сила тяжести – сила, с которой материальное тело притягивается  

к Земле. 

Вес тела – сила, с которой тело, притягиваясь к Земле, действует на го-

ризонтальную опору или натягивает нить вертикального подвеса. Вес тела 

равен силе тяжести, когда ускорение тела относительно Земли равно нулю. 

Ускорение свободного падения – ускорение, с которым все тела па-

дают в определенном месте под действием силы притяжения к Земле. Оно 

не зависит от массы тела, но зависит от высоты тела над поверхностью Земли. 

Вблизи поверхности Земли ускорение свободного падения примерно одина-

ково и равно 9,81 м/с2. 

Механические колебания – механическое движение тела или системы 

тел, которое обладает повторяемостью во времени и происходит в окрест-

ности положения равновесия. 

Амплитуда колебаний тела – величина его наибольшего отклоне-

ния от положения равновесия. 

Период колебаний тела – время одного полного колебания. 

Частота колебаний тела – число полных колебаний, которые со-

вершаются за одну секунду. 
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Приложение 3 
 

Краткие справочные сведения по теоретической механике, 

связанные с содержанием изучаемого модуля 
 

Абсолютно твердое тело4 – материальное тело, у которого под 

действием приложенных к нему сил не возникают деформации. 

Материальная точка – частный случай тела, размеры которого малы 

или ими можно пренебречь по сравнению с размерами других тел или рас-

стояниями между ними. 

Кинематические состояния тела – два состояния тела: равновесие 

или движение определенного характера. 

Равновесие тела – неподвижность (покой) тела относительно Земли. 

Свободное тело – тело, которое может перемещаться в пространстве 

в любом направлении. 

Связи тела – другие тела, с которыми соприкасается или на которые 

опирается рассматриваемое тело и которые ограничивают свободу его дви-

жения. Принято говорить, что связи наложены на тело. 

Несвободное тело – тело, движение которого ограничено наложен-

ными связями. 

Активные силы (внешние силы) – все приложенные к телу силы, 

кроме сил, действующих со стороны связей. 

Реактивные силы (реакции связей) – силы, с которыми связи дей-

ствуют на тело. Направлены реакции всегда в сторону, противоположную 

той, куда связь не дает телу перемещаться. 

Принцип освобождаемости тел от связей – несвободное тело можно 

рассматривать как свободное, на которое, кроме задаваемых внешних сил, 

действуют реакции связей. 

Динамика – раздел теоретической механики, в котором изучаются за-

коны движения материальных тел в зависимости от действующих на них сил. 

Дифференциальные уравнения движения материальной точки  

в декартовых осях координат – система обыкновенных неоднородных 

дифференциальных уравнений второго порядка. В декартовой системе ко-

ординат такие уравнения имеют вид 

 
                                                 
4 В дальнейшем для краткости называемое просто тело. 
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Первая задача динамики материальной точки – зная массу мате-

риальной точки и уравнения ее движения, например, в декартовой системе 

координат 

 

найти модуль и направление равнодействующей сил, приложенных к точке. 

Вторая задача динамики материальной точки – зная силы, дей-

ствующие на материальную точку, ее массу, а также начальное положение 

точки и ее начальную скорость, найти уравнения движения точки. 

Свободные колебания материальной точки – колебания матери-

альной точки, совершающиеся под действием восстанавливающей силы  

с учетом или без учета сил сопротивления движению. 

Вынужденные колебания материальной точки – колебания мате-

риальной точки, совершающиеся под действием восстанавливающей силы 

и возмущающей силы с учетом или без учета сил сопротивления движению. 

Гармонические колебания материальной точки – свободные коле-

бания материальной точки, совершающиеся под действием линейной вос-

станавливающей силы. 

Механическая система материальных точек (тел) – совокупность 

точек (тел), в которой положение или движение каждой точки (тела) зависят 

от положения и движения всех остальных. 

Свободная механическая система материальных точек (тел) – 

система, в которой движение точек (тел) не ограничено никакими связями, 

а определяется лишь действующими на эти точки (тела) силами. 

Момент инерции механической системы относительно оси – 

скалярная величина, равная сумме произведений масс всех точек системы 

на квадраты их расстояний до этой оси. 
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Глоссарий модуля 

 

Система с конечным числом степеней свободы – система, геометри-

ческое положение которой в пространстве в любой момент времени одно-

значно определяется некоторым определенным количеством независимых 

параметров, а движение системы под действием приложенных сил – изме-

нением этих параметров во времени. 

Матрица инерции конструкции – диагональная матрица, характе-

ризующая инерционные свойства масс конструкции, связанные с ее коле-

баниями. 

Матрица жесткости конструкции – квадратная матрица, характе-

ризующая способность конструкции сопротивляться возникновению пере-

мещений. 

Матрица податливости конструкции – квадратная матрица, харак-

теризующая способность конструкции получать перемещения. 

Свободные колебания конструкции – колебания конструкции, совер-

шающиеся при отсутствии постоянного внешнего воздействия и вызванные 

некоторыми первоначальными возмущениями ее исходного состояния рав-

новесия. 

Собственные частоты свободных колебаний – круговые частоты,  

с которыми могут происходить свободные колебания конструкции. 

Спектр собственных частот свободных колебаний – собственные 

частоты свободных колебаний конструкции, расположенные в порядке воз-

растания. 

Собственные формы свободных колебаний – набор соотношений 

амплитуд колеблющихся масс конструкции, описывающих очертание формы 

свободных колебаний, происходящих с определенной собственной частотой. 

Вынужденные колебания конструкции – колебания конструкции, 

вызываемые и поддерживаемые некоторыми возмущающими внешними 

силами. 


