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Аннотация. Методами теории вероятностей обоснована лаконичная 

процедура, позволяющая выразить параметры полиномиальной регрессии 

условного математического ожидания через смешанные статистические 

моменты системы случайных величин. Реализованы примеры линейной и квад-

ратичной регрессии. Во втором случае рассмотрение ограничено ситуацией, 

когда плотность вероятности случайного аргумента является четной функ-

цией. Результат получен без громоздких выкладок, ибо при его получении ис-

пользованы не начальные статистические моменты, возникающие в методе 

наименьших квадратов, а смешанные центральные моменты, отражающие 

вид регрессионной кривой. Показано, что, в общем случае, учет нелинейности 

корреляционной зависимости лишь усиливает неравенство, подтверждаю-

щее адекватность регрессионного приближения. Обоснована сходимость 

такой процедуры, если условное математическое ожидание не является по-

линомом по сути. 
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Введение. Обычно регрессию корреляционной зависимости случайных  

величин осуществляют методом наименьших квадратов [1], не имеющим ника-

кого отношения к теории вероятностей. К тому же его использование в случае не-

линейной регрессии приводит к системам линейных алгебраических уравнений вы-

соких порядков и как следствие громоздким выкладкам. По этой причине получе-

ние регрессионных кривых, как правило, просто не рассматривается [2]. Вместе 

с тем известно [3], что закон распределения случайной величины (или их системы) 

можно восстановить, пользуясь соответствующими статистическими моментами. 

В частности такая процедура реализована в [4] при моделировании рабочего про-

цесса респиратора на химически связанном кислороде. Это позволило не только 

выделить асимптотику процесса, но и определить поправки к ней, обусловленные 

асимметриями и эксцессами высших порядков. Аналогично в [5] метод статисти-

ческих моментов позволил рассмотреть независимые повторные испытания как  

асимптотически гауссовский случайный процесс с дискретным временем. 
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В настоящей публикации методами теории вероятностей обосновыва-

ется процедура, позволяющая выразить параметры линии регрессии условного 

матожидания через статистические моменты системы случайных величин. Рас-

сматриваются случаи линейной и квадратичной регрессии.  

Полиномиальная регрессия корреляционной зависимости. Рассмотрим 

двумерную случайную величину  ,X Y  с возможными значениями ( , )x y . Аппрок-

симируем условное математическое ожидание Y прямой линией 

 ( ) ( ) .YMY X x m x kx b     (1) 

Ее параметры k  и b  выражаются через начальные и центральные моменты  ,X Y  

независимо от их числовых значений. 

 .Y Xb m km   (2) 

Подставив (2) в (1), сведем построение регрессионной прямой к отысканию 

ее углового коэффициента 

 ( ) ( ).Y Y Xm x m k x m    (3) 

По определению 

 ( ) ( ) ,Ym x y f y x dy




   (4) 

где ( )f y x  – условная плотность вероятности Y . Умножим условие ее норми-

ровки  

 1 ( )f y x dy




   

на Ym  и отнимем полученное от (4):  

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .
( )

Y Y Y Ym x m y m f y x dy y m f x y dy
f x

 

 

       (5) 

Подставив (5) в (3), умножим результат на ( ) ( )Xx m f x  и выполним интегриро-

вание по x : 

    2 2( , ) ( ) ( )XY X Y X Xx m y m f x y dxdy k x m f x dx k
  

 

           (6) 

Отсутствие после интегрирования зависимости от x  позволяет подбором k  обес-

печить строгое равенство в (6). Именно такой выбор обеспечивает минимальность 

среднего значения условной дисперсии Y , полученной в приближении линейной 
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регрессии корреляционной зависимости, в чем можно убедиться1, добавив к k  

произвольную поправку   

    

2

2 2

1

( )( ) ( , ) ( ) ( )

Y

Y X Yy m k x m f x y dxdy y m f y dy f x y dx
   

  



           

   

2 ( . (6))

2( ) ( , )

X

X Y

k см

k x m y m f x y dxdy
 



 

       

  

2

22 2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

X

X Y X Xk x m f x dx f y x dy k k k
 

 



              

 2 2 2 2 2 2 2 2
Y X X Y Xk k         (7) 

Данный результат допускает следующую интерпретацию. Правильный 

выбор значений k  и b  обеспечивает совпадение точного значения смешанного 

центрального момента 2-го порядка XY  с полученным в приближении линей-

ной регрессии корреляционной зависимости. Именно это обстоятельство ис-

ключает вклад в среднее значение условной дисперсии Y , обусловленный по-

грешностью, вносимой в XY  процедурой регрессии. При этом оставшаяся по-

грешность, связанная с процедурой регрессии обусловлена только смешан-

ными центральными моментами более высоких порядков. Чтобы избавиться 

от нее нужно добавлять в (1) новые параметры (повышать степень регрессион-

ного полинома). 

С учетом соотношения (6), для углового коэффициента k , уравнение ре-

грессии (3) примет вид  

 ( ( ) ) ( ) ,Y Y Y XY X Xm x m r x m      (8) 

где 

 ( , )X Y XY
XY

X Y X Y

x m y m
r f x y dxdy

 



  
  

   
   (9) 

– коэффициент линейной корреляции (центральный смешанный момент 2-го 

порядка приведенных случайных величин X и Y ). 
                                                           
1 Именно это является обоснованием того, что параметры k  и b  можно определять методом 
наименьших квадратов на основе экспериментальных данных по измерению двумерной случай-

ной величины  ,X Y . 
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Согласно (6), (7) и (9) количественной характеристикой разброса  ,X Y ,  

вокруг регрессионной прямой (8) является интеграл  

    2 2 2( ) ( , ) 1 .Y X Y XYy m k x m f x y dxdy r
 



        (10) 

Благодаря тому, что разброс  ,X Y  вокруг условного математического 

ожидания меньше, чем вокруг регрессионной прямой 

       2 2 2 2 2( ) 1 ( ) 1Y Y Y Y Y XYM x D m x r      . 

Иными словами, 

  2 2 2( ) ,Y Y XYD m x r     (11) 

причем равенство возможно только в ситуации точного равенства (8), когда 

корреляция линейна по сути. В остальных случаях адекватность приближения (8) 

подтверждается силой неравенства  

  2 2 2 1.XYr    (12) 

Определенную согласно (11) величину   называют корреляционным  

отношением. 

Если условие (12) нарушено, регрессия должна быть нелинейной, чтобы опи-

сывающий ее полином лучше «вписывался» в график условного матожидания ( ).Ym x  

Тогда квадратичная регрессия корреляционной зависимости будет выгля-

деть так:  

 
2

2

2

2
( )

.Y Y X
XYX Y

Y XX

x mm x m x
r r


 

  
 (13) 

Приближенное равенство (13) рассмотрено для случая, когда плотность ве-

роятности X  является четной функцией ( ( ) ( )f x f x  ) и получено без громоздких 

выкладок, ибо мы отталкивались не от начальных статистических моментов, воз-

никающих в методе наименьших квадратов, а от смешанных центральных мо-

ментов, отражающих вид регрессионной кривой. 

Покажем, что нелинейность регрессии снижает среднеквадратический 

разброс Y  вокруг ее графика по сравнению с полученным в линейном прибли-

жении (см. (10): 

     2

2
2 ( , )Y XX

y m a x m b x m f x y dxdy
 



        



70 

  

2

2

1

( ) ( )

Y

Yy m f y dy f x y dx
 

 



     

       2

2 2 2 2
2

22 ( , )

XX

Y XX

a b

y m a x m b x m f x y dxdy
 



   

        

     2

2 2 2 2
2

2
2

1

( ) ( )

XX

XX

a b

a x m b x m f x dx f y x dy
 

 

   

       

    2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 .Y X Y XY Y XYX X Y

a b r r r           (14) 

При этом неравенство (11) приобретает вид  

   2
2 2 2 2( ) ,Y Y XYX Y

D m x r r      (15) 

причем равенство возможно только в ситуации точного равенства (13), когда 

корреляция квадратична по сути. 

В общем случае учет нелинейности корреляционной зависимости лишь 

усиливает неравенство, подтверждающее адекватность регрессионного при-

ближения (см. (12) 

    2
2 2 2 2 2 2 2 1.XY XYX Y

r r r         (16) 

Если и этого недостаточно (например, график условного матожидания  

содержит точку перегиба) целесообразно заменить в квадратный полином на ку-

бический, и т. д. Сходимость такой процедуры (если ( )Ym x  не полином по сути) 

вытекает из того, что правая часть (16) неотрицательна по смыслу. 
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