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От авторов 
 

Поскольку теоретическая часть в данном учебно-методическом ком-
плексе (УМК) представлена  в сокращенном виде, хотелось бы отметить, 
что более глубокое изучение теоретических выкладок студент может найти 
в учебниках, которые приведены в списке, используемой литературы. В 
учебно-методическом комплексе основное внимание уделено проектиро-
ванию практической части, а также организации познавательной деятель-
ности по усвоению и переработке математической информации в соответ-
ствии с тремя уровнями обучения. 

Большую благодарность и глубокую признательность авторы выра-
жают рецензентам данного издания доктору физико-математических наук, 
профессору, заведующему кафедрой алгебры и методики преподавания 
математики УО «ВГУ им. П.М. Машерова» Николаю Тимофеевичу Во-
робьеву, а также кандидату физико-математических наук, заведующей ка-
федрой высшей математики УО «ПГУ» Анне Владимировне Капусто за 
внимательное отношение к представленной работе и ценные замечания по 
улучшению ее содержания. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Учебно-методический комплекс является частью серии учебно-
методических пособий, разрабатываемых кафедрой высшей математики 
УО «Полоцкий государственный университет» по курсу «Высшая мате-
матика» для студентов технических специальностей под руководством 
кандидата педагогических наук, доцента В. С. Вакульчик. Теоретические 
и дидактические принципы разработки таких пособий изложены в нуле-
вом учебном модуле [5]. Мы надеемся, что наши читатели знакомы, а, 
точнее, изучили этот УМК, в противном случае, советуем ознакомиться 
хотя бы с его нулевым модулем. В основу проектирования практической 
части модуля «Неопределенный интеграл» положен многолетний опыт 
обучения математике старшего преподавателя кафедры высшей матема-
тики В. А. Жак. 

В предлагаемом УМК, содержание которого представлено в виде 
графической схемы (рис. 1), авторами предпринята попытка спроектиро-
вать процесс обучения математике как систему целей, содержания, форм, 
методов и средств обучения, обеспечивающих в своем взаимодействии 
организацию познавательной деятельности студентов с учетом диффе-
ренциации студенческой аудитории. Дидактическую основу УМК состав-
ляет дифференцированный и деятельностный подход к обучению матема-
тике, а также дидактические принципы научности, системности, доступ-
ности. В применении к математике мы руководствуемся сформулирован-
ным А. А. Столяром исходным положением теории обучения математике 
«Обучение математике есть дидактически целесообразное сочетание обу-
чения математическим знаниям и математической деятельности». Под 
дифференцированным подходом к обучению математике понимается та-
кая его организация, при которой каждый студент, овладевая некоторым 
минимумом математических знаний и их практических приложений, по-
лучает право и возможность расширять и углублять свои математические 
знания на более высоких уровнях усвоения. Отдельное внимание необхо-
димо обратить на наличие в УМК таких дидактических средств как гра-
фические схемы, информационные таблицы, глоссарий, обобщенные пла-
ны, алгоритмические указания, алгоритмическое выделение этапов по-
знавательной деятельности, которые позволяют организовать мыслитель-
ную деятельность по переработке математической информации, помога-
ют обучающемуся в логической организации, структурировании, систе-
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матизации математических знаний. Учебно-методический комплекс со-
держит в себе возможности самоконтроля, а также уровневого контроля 
знаний. Студенты, работающие на I уровне сложности, потенциально мо-
гут претендовать на получение на экзамене оценки «4» - «5»; работающие 
на II уровне – оценки «6» – «8»; работающие на III уровне – оценки «9» - 
«10». Информационное поле УМК позволяет студенту выбирать свою 
траекторию обучения в каждом модуле. Трехуровневая тестовая среда 
УМК создает условия для перехода студентов от заданий, требующих 
воспроизводящей мыслительной деятельности к заданиям, требующим 
познавательной деятельности преобразующе-воспроизводящего или 
творческого характера. 
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УЧЕБНЫЙ МОДУЛЬ  6 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
Введение 

 

Основной задачей дифференциального исчисления является задача 
дифференцирования, т. е. задача нахождения скорости изменения опре-
деленного процесса. Однако различные вопросы естествознания и техни-
ки приводят к необходимости решения обратной задачи: зная скорость 
изменения процесса (мгновенную скорость при неравномерном движе-
нии, скорость химической реакции, силу тока, плотность массы и т. п.), 
найти саму функциональную зависимость (закон неравномерного движе-
ния, закон химической реакции, заряд, массу и т. п.). В данном учебном 
модуле мы и будем решать задачу восстановления функции по ее произ-
водной или дифференциалу. Эта задача является основной задачей так 
называемого интегрального исчисления. Изучение этого вопроса естест-
венным образом приводит к понятиям первообразной и неопределенного 
интеграла. В данном модуле изучим основные методы интегрирования и 
выделим классы функций, неопределенные интегралы от которых выра-
жаются через элементарные функции. 

 
ДИДАКТИЧЕСКИЕ ЦЕЛИ ОБУЧЕНИЯ 

 

Студент должен знать Студент должен уметь 

−−−− основные определения, связанные с по-
нятием неопределенного интеграла; 
−−−− основные свойства неопределенного 
интеграла; 
−−−− таблицу интегрирования основных 
классов элементарных функций; 
−−−− основные методы интегрирования: не-
посредственного интегрирования, подве-
дения под знак дифференциала, замены 
переменной, интегрирования по частям; 
−−−− методы интегрирования выражений, со-
держащих квадратный трехчлен; 
−−−− методы интегрирования простейших 
рациональных дробей, рациональных 
функций; 
−−−− методы интегрирования иррациональ-
ных функций; 
−−−− методы интегрирования тригонометри-
ческих функций 

−−−− пользоваться основными свойствами 
неопределенного интеграла; 
−−−− писать по памяти таблицу интегри-
рования основных классов элементар-
ных функций; 
−−−− применять к вычислению интегралов 
основные методы интегрирования; 
−−−− применять к вычислению интегралов 
методы интегрирования выражений, со-
держащих квадратный трехчлен; 
−−−− применять к вычислению интегралов 
методы интегрирования простейших 
рациональных дробей, рациональных 
функций; 
−−−− применять к вычислению интегралов 
методы интегрирования иррациональ-
ных функций; 
−−−− применять к вычислению интегралов 
методы интегрирования тригономет-
рических функций 
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УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА МОДУЛЯ 
 

Название вопросов,  
которые изучаются на лекции 

Номер 
практи-
ческого  
занятия 

Наглядные и 
методиче-
ские  

пособия 

Формы 
контро-
ля зна-
ний 

1. Первообразная. Неопределенный интеграл 
и его свойства. Таблица основных формул 

I 2, 4, 7, 8 ИДЗ 

2. Простейшие приемы интегрирования. Ме-
тод подведения под знак дифференциала. Заме-
на переменной 

II, III 2, 4, 7,8 
ПДЗ, 
Опрос  

3. Интегрирование выражений, содержащих 
квадратный трехчлен в знаменателе. Интегри-
рование по частям. Интегрирование простей-
ших дробей 

IV, V 2, 4, 7, 8 Р, ПДЗ 

4. Интегрирование рациональных функ-
ций. Интегрирование некоторых иррацио-
нальных функций 

VI 2, 4, 7, 8 Р, ПДЗ 

5. Интегрирование выражений, содержащих 
тригонометрические функции. Тригонометри-
ческие подстановки. Использование справоч-
ников и таблиц интегралов 

VII, VIII 2, 4, 7, 8 Опрос  

 

Принятые сокращения: 
ИДЗ – индивидуальное домашнее задание; 
ПДЗ – проверка домашнего задания;  
Р − разминка. 

 
ГРАФИЧЕСКАЯ СХЕМА МОДУЛЯ 

 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ  
ФУНКЦИИ ОДНОЙ  
ПЕРЕМЕННОЙ 

Таблица  
неопределён-
ных интегралов 

Метод  
интегрирования 
по частям 

Интегрирование 
тригонометриче-
ской функции 

Интегрирование 
иррациональной 
функции 

Интегрирование 
рациональной 
функции 

Интегрирование  
простейших  
рациональных дробей  

Метод  
замены  
переменной 

Метод подведения 
под знак  
дифференциала  
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ИНФОРМАЦИОННАЯ ТАБЛИЦА «НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 
( )F x  − первообразная для ( )f x , если  ( ) ( )F x f x′ = . 

Неопределенный интеграл от ( )f x  − множество всех первообразных: 

( ) ( )f x dx F x C= +∫ . 

Св ой с т в а  н е о пр е д е л ен ных  ин т е г р а л о в  
 

1. ( )( ) ( )f x dx f x′ =∫ ; 

2. ( )( ) ( )d f x dx f x dx=∫ ; 

3. ( ) ( )dF x F x C= +∫ ; 

4. ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x f x dx f x dx f x dx± = ±  ∫ ∫ ∫ ; 

5. ( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫ ; 

6. if  ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , ( )u x= ϕ ,   то  ( ) ( )f u du F u C= +∫ . 
 

Та бл иц а  н е о пр е д е л е нных  ин т е г р а л о в  
 

1. 0 dx C⋅ =∫ ; 
 

2. 
1

1

u
u du

λ+
λ =

λ +∫ ,  λ ≠ − 1; 

а) du u C= +∫ ; 

б) 
2

2

u
u du C= +∫ ; 

в) 
2

1du
C

uu
= − +∫ ; 

г) 2
du

u C
u

= +∫ ; 

3. ln
du

u C
u

= +∫ ; 

 

4. sin cosu du u C= − +∫ ; 

5. cos sinu du u C= +∫ ; 

6. tg ln cosu du u C= − +∫ ; 

7. ctg ln sinu du u C= +∫ ; 

8. ln tg
sin 2

du u
C

u
= +∫ ; 

9. ln tg
cos 4 2

du u
C

u

π = + + 
 

∫ ; 

10. 
2

tg
cos

du
u C

u
= +∫ ; 

11. 
2

ctg
sin

du
u C

u
= − +∫ ; 

СТЕПЕННЫЕ  

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ  
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12. u ue du e C= +∫ ; 

13. 
ln

u
u a

a du C
a

= +∫ ; 

14. 
2 2

arcsin
du u

C
aa u

= +
−

∫ ; 

15. 2 2

2 2
ln

du
u u a C

u a
= + ± +

±
∫ ; 

16. 
2 2

1
arctg

du u
C

a au a
= +

+
∫ ; 

17. 
2 2

1
ln

2

du u a
C

a u au a

−= +
+−

∫ ; 

18. 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2

u a u
a u du a u C

a
− = − + +∫ ; 

19. 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

u a
a u du a u u a u C + = + + + + + 

 
∫ ; 

20. 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

u a
u a du u a u u a C− = − − + − +∫ ; 

21. sh chu du u C= +∫ ; 

22. ch shu du u C= +∫ ; 

23. 
2

cth
sh

du
u C

u
= − +∫ ; 

24. 
2

th
ch

du
u C

u
= +∫ . 

Осн о вны е  м ет о ды  ин т е г р ир о в ани я  
 

I.  Непосредственное интегрирование 
Интегрирование выполняется с помощью таблиц, тождественных преобразований по-

дынтегральных функций, свойств неопределенного интеграла. 
 

II. Метод поднесения под знак дифференциала 
Основан на свойстве 6 (инвариантности неопределенного интеграла);  свойство 6: 
если ( ) ( )f x dx F x C= +∫ ,  то  ( ) ( )f u du F u C= +∫ ,  где  ( )u x= ϕ . 

Функция подносится под знак дифференциала по правилу: под знаком дифференциа-
ла записывается ее первообразная 

( ) ( )f x dx dF x= . 
 

III. Интегрирование заменой переменной 
С помощью замены переменной ( )x t= ϕ  приводят интеграл к табличному или более 

простому  ( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt′= ϕ ⋅ϕ∫ ∫ . 
 

IV. Метод интегрирования по частям 
u dv uv v du= −∫ ∫ . 

Чаще всего применяется, когда ( )f x  есть произведение разного класса функций, со-

держит логарифмы, иррациональные выражения или «аркфункции». 

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ  

СОДЕРЖАЩИЕ  
«u2», «а2» 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ  
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Для u dv uv v du= −∫ ∫  полезно помнить: 
ku x= , k∈ Ν  ku x≠ , k ∈ Ν  

coskx ax 

sinkx ax 

k axx e  
k mxx a  

arcsinkx x 

arccoskx x  
 

arctgkx x 

arcctgkx x  

logk
ax x 

 

V. Интегрирование выражений, содержащих квадратный трехчлен 

1 2

dx
I

ax bx c
=

+ +
∫ ;  2 2

dx
I

ax bx c
=

+ +
∫ ;  

( )
3 2

Ax B dx
I

ax bx c

+
=

+ +
∫ ;  

( )
4 2

Ax B dx
I

ax bx c

+
=

+ +
∫ ;  2

5I ax bx c dx= + + ⋅∫ . 

1. Выделением полного квадрата из квадратного трехчлена 
2 2

2 4

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

− + + = + − 
 

  и введением переменной  
2

b
x t

a
+ = ,  

I1, …, I5  сводят к табличным или к более простым. 
 

2. 

( )2 2 n

dx

x a+
∫ ( ) ( ) ( )12 12 2

1 2 3

2 1 2 1
n n

n x
J

na n x a
− −

 
− = + − − + 

 

. 

 

VI. Интеграл от дифференциального бинома 

( )pm nx a bx dx+∫  выражается через элементарные функции в трех случаях: 1) р − це-

лое число; 2) 
1m

n

+
 − целое число ⇒ n qa bx z+ = , где q − знаменатель р;  

3) 
1m

p
n

+ + 
 

− целое число ⇒  n q na bx z x+ = ⋅ . 

 

VII. Интегрирование некоторых тригонометрических выражений 
1. Универсальная тригонометрическая подстановка  

2

2 2

2

2 1
tg ; sin ; cos

2 1 1
2

2arctg ,
1

x t t
t x x

t t
dt

x t dx
t

−= = =
+ +

= =
+

. 

 

2. 2 2 2 21 cos2 1 cos2 1
sin cos sin , cos ,  sin cos sin 2

2 2 2
m n x x

x x dx x x x x x
− += = = ⋅ =∫ . 

 

3. 
2

2 2

2 , tg , arctg , ,
1

sin cos
1

sin , cos
1 1

m n

dt
if m n k x t x t dx

t
x x dx

t
x x

t t

+ = ⇒ = = =
+

=
= =

+ +

∫ . 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 
ТЕОРЕТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 

 
6.1. Первообразная. Неопределённый интеграл.  

Основные понятия 
 

Определение 6.1.1. Функция ( )F x  называется первообразной для 

функции ( )f x  на некотором множестве X, если для любого x X∈  функ-

ция ( )F x  является дифференцируемой и выполняется равенство  

( ) ( )F x f x′ =   или  ( ) ( )dF x F x dx′= ⋅ . 

Определение 6.1.2. Множество всех первообразных для функции 

( )f x  называется неопределённым интегралом. 

Обозначается неопределённый интеграл:   ( )f x dx∫   

Например, функции 4 4,  7x x +  являются первообразными для функ-

ции ( ) 34f x x= ⋅ , функции ,  5x x +  являются первообразными для 

функции 
1

2 x⋅
. Таким образом, первообразная по производной восста-

навливается не однозначно.  
Кроме того, необходимо запомнить, что не все интегралы от элемен-

тарных функций могут быть выражены через элементарные функции. Та-
кие интегралы называются неберущимися. Примерами неберущихся инте-
гралов являются 

2

5 7

sin ln
, , , ,

cos 8

xtdt dx tdt dx
e dx

t tx x

−

+
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  и др. 

 

ТЕОРЕМА 6.1.1. Любые две первообразные для функции ( )f x  

отличаются друг от друга на постоянную величину.  

Если             
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )1
1 2

2

const
F x f x

F x F x
F x f x

′ = 
⇒ − =

′ = 

.  

 

Доказательство. Пусть ( )1F x  и ( )2F x  – две первообразные для 

функции ( )f x , заданной на отрезке [ ],a b . Рассмотрим 
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( ) ( ) ( )1 2x F x F xϕ = − . Вычислим ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0x F x F x f x f x′ ′′ϕ = − = − = . 

Таким образом, ( ) 0x′ϕ = . С другой стороны, функция  ( )xϕ  удовлетворяет 

требованиям теоремы Лагранжа. Тогда по теореме Лагранжа будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2

, , , ,

0 const

const.

x a c x a c x a x a b

x a x a

F x F x

′ϕ − ϕ = ϕ ⋅ − ∈ ∈ ⇒

ϕ − ϕ = ⇒ ϕ = ϕ = ⇒

− =

 

Вывод: Множество всех первообразных можно представить через 
одну из них и произвольную постоянную, поэтому из определения 6.1.2 
следует, что неопределённый интеграл для функции ( )f x  есть множество 

( ){ }1F x C+ , где ( ) ( )1F x f x′ = .  

З амечание . Геометрически неопределенный интеграл пред-
ставляет собой семейство кривых, каждая из которых получается путем 
сдвига одной из кривых параллельно самой себе вдоль оси Oy. 

Таким образом, неопределённый интеграл  

( ) ( )f x dx F x C= +∫ ,    (6.1.1) 

где ( )f x dx – подынтегральное выражение; 

( )f x  – подынтегральная функция.  

Определение 6.1.3. Если для функции ( )f x  на [a, b] существует 

первообразная, а значит, и неопределённый интеграл, то она называется 
интегрируемой на [a, b]. Операция нахождения неопределённого интегра-
ла называется интегрированием. 

ТЕОРЕМА 6.1.2. Если подынтегральная функция ( )f x  непрерыв-

на на [ ],a b , то на [ ],a b  для ( )f x  существует неопределённый интеграл. 

 
Свойства  неопредел ённого  инте грала  

 

ТЕОРЕМА 6.1.3. Дифференциал от неопределенного интеграла 
равен подынтегральному выражению, а производная от неопределенного 
интеграла равна подынтегральной функции: 

1. ( )( ) ( ) ;d f x dx f x dx=∫  

2. ( )( ) ( )f x dx f x′ =∫ . 
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Доказательство. Воспользуемся свойствами и определением диф-
ференциала, тогда будем иметь: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .d f x dx d F x C dF x d C F x dx f x dx′= + = + = =∫  

Аналогично воспользуемся свойствами производной, получим  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0f x dx F x C F x C f x f x′ ′ ′ ′= + = + = + =∫ . 

ТЕОРЕМА 6.1.4. Неопределенный интеграл от дифференциала не-
которой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

3. ( ) ( ) .dF x F x C= +∫  

Доказательство. 

В самом деле, ( ) ( ) ( ) ( ) .dF x F x dx f x dx F x С′= = = +∫ ∫ ∫  

ТЕОРЕМА 6.1.5. Неопределенный интеграл от алгебраической 
суммы конечного числа непрерывных функций равен алгебраической сум-
ме интегралов от слагаемых функций: 

4. [ ]1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫ . 

Доказательство. 

Пусть ( ) ( )1 1F x f x′ =  и ( ) ( )2 2F x f x′ = . Тогда 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2f x f x dx F x F x dx′ ′± = ± =∫ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2F x F x dx d F x F x F x F x С′± = ± = ± + =∫ ∫  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2F x С F x С f x dx f x dx+ + + = ±∫ ∫ . 

5. ( ) ( )C f x dx C f x dx⋅ =∫ ∫ . 

Например,  
2 23 7 1

3 7 3 7 ln
2

x x
dx xdx dx x C

x x

− = − = ⋅ − ⋅ +∫ ∫ ∫ . 

Упражнение. Свойство 5 доказать самостоятельно. 

ТЕОРЕМА 6.1.6. (Свойство инвариантности): если ( ) ( )F x f x′ = , то 

( ) ( )f u du F u C= +∫ , 

где ( )u x= ϕ  – произвольная функция, имеющая непрерывную произ-

водную. 
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Доказательство. Пусть x – независимая переменная,  ( )f x  – непре-

рывная функция и ( )F x  – ее первообразная. Тогда ( ) ( )f x dx F x С= +∫ . 

Пусть ( )u x= ϕ  и ( )xϕ  имеет непрерывную производную. Рассмотрим те-

перь сложную функцию ( ) ( )( )F u F x= ϕ . Воспользуемся свойством инва-

риантности формы первого дифференциала, тогда будем иметь  

( ) ( ) ( )dF u F u du f u du′= = . Тогда ( ) ( ) ( )f u du dF u F u С= = +∫ ∫ . 

Вывод: Формула для неопределенного интеграла остается справед-
ливой независимо от того, является ли переменная интегрирования незави-
симой переменной или непрерывно-дифференцируемой функцией от нее. 

Например, по определению неопределенного интеграла имеем 

x xe dx e C= +∫ . 

Тогда, используя Т.6.1.6, можно найти множество первообразных и 
для некоторых других функций: 

1) cos coscosx xe d x e C= +∫ ; 

2) arccos arccosarccosx xe d x e C= +∫  и т. д. 

 
6.2.  Таблица неопределенных интегралов 

 

Пользуясь тем, что интегрирование есть действие обратное диф-
ференцированию, можно получить таблицу основных интегралов путем 
обращения соответствующих формул дифференциального исчисления и 
использования определения первообразной и свойств неопределенных ин-
тегралов. 

Например, т. к.: 

1. ( )cos sin ,d u u du= − ⋅  то sin cos ,u du u С⋅ = − +∫  

2. ( )5 5 ln5 ,u ud du= ⋅  то 
5

5 ,
ln5

u
u du С⋅ = +∫  

3. ( )
2

1
arccos ,

1
d u du

u
= − ⋅

−
 то 

2

1
arccos

1
du u C

u
⋅ = − +

−
∫ , 

4. ( ) 1
ln ,d u du

u
= ⋅  ( )( ) 1 1

ln ,d u du du
u u

−− = ⋅ = ⋅
−

 то 
1

lndu u Ñ
u

⋅ = +∫  и т.д. 

З амечание  6.2.1. Таблицу интегралов запоминать целесооб-
разно в соответствии с классом функции. 
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З амечание  6 .2.2. Интегрирование, как и всякая обратная опера-
ция, выполняется сложнее дифференцирования. Здесь нет простых и уни-
версальных путей. Обратите внимание, что из алгебраических свойств 
здесь имеют место только свойства линейности. Для интегрирования про-
изведений и частных придется проявлять изобретательность, конструктор-
ские способности, творчество, специальные методы для того, чтобы свести 
искомый интеграл к табличным. Результативность этих действий напря-
мую зависит от степени свободного владения таблицей интегралов основ-
ных функций, а также наличия определенного опыта. Степень этой свобо-
ды будет достаточно высокой, если не просто узнавать табличные инте-
гралы, а записывать их по памяти, в соответствии с определенным 
классом функций.  

1. 0 dx C⋅ =∫ . 

Степенные функции: 

2. 
1

,
1

p
p u

u du C
p

+
= +

+∫  где 1p ≠ − : 

 а) du u C= +∫ ; 

 б) 
2

2

u
udu C= +∫ ; 

 в) 
2

1du
C

uu
= − +∫ ; 

 г) 2
du

u C
u

= +∫ . 

3. ln
du

u C
u

= +∫ . 

Тригонометрические функции: 

4. sin cosudu u C= − +∫ . 

5. cos sinudu u C= +∫ . 

6. ln tg
sin 2

du u
C

u
= +∫ . 

7. ln tg( )
cos 4 2

du u
C

u

π= + +∫ . 

8. 
2

ctg
sin

du
u C

u
= − +∫ . 
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9. 
2

tg
cos

du
u C

u
= +∫ . 

10. tg ln cosudu u C= − +∫ . 

11. ctg ln sinudu u C= +∫ . 

Показательные функции: 

12. 
ln

u
u a

a du C
a

= +∫ . 

13. u ue du e C= +∫ . 

Функции, содержащие ,  2 2u a : 

14. 
2 2

arcsin
du u

C
aa u

= +
−

∫ . 

15. 2 2

2 2
ln

du
u u a C

u a
= + ± +

±
∫ . 

16. 
2 2

1
arctg

du u
C

a au a
= +

+∫ . 

17. 
2 2

1
ln

2

du u a
C

a u au a

−= +
+−∫ . 

18. 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2

u a u
a u du a u C

a
− = − + +∫ . 

19. 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

u a
u a du u a u u a C± = ± ± + ± +∫ . 

Гиперболические функции: 

20. sh chudu u C= +∫ . 

21. ch shudu u C= +∫ . 

22. 
2

cth
sh

du
u C

u
= − +∫ . 

23. 
2

th
ch

du
u C

u
= +∫ . 

 

Пример . Докажем, что  ( )2 2

2 2
ln

dx
x a x C

a x
= + + +

+
∫ . 
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Доказательство: 

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2
ln( ) (1 )

2

1 ( ) 1
,

( )

x
x a x C

x a x a x

a x x

x a x a x a x

′ ⋅ + + + = ⋅ + =
   + + +

+ += =
+ + + +

 

что и требовалось доказать. 

 
Методы интегрирования 

 

6.3. Непосредственное интегрирование 
 

Суть метода: интегрирование выполняется с помощью таблиц, 
преобразования подынтегральных выражений, свойств неопределенного 
интеграла. 

Пример  1.  

( )

2 21 cos sin

sin 2 2sin cos 2 sin cos

1 1 1 1 1
tg ctg tg ctg ln cos ln sin .

2 2 2 2 2

dx dx x x
dx

x x x x x

x x dx xdx x x x C

+= = =

= + = + = − + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

Пример  2. 

6
2 3 6

ln6

x
x x xdx dx C= = +∫ ∫ . 

Пример  3. 

85

3 7

3 7
2 4x x dx

xx

 
+ + − 

 
 
∫ = 

= 2

6 4
1 7 95 3

85 33 4 7 2 3 4 7ln
6 4 9
5 3

dx x x x
x dx x dx x dx x C

x

−
−

+ + − = + + − +
−

∫ ∫ ∫ ∫  . 

Пример  4. 

2 2 2

1
arctg

2 24 2

dx dx x
C

x x
= = +

+ +∫ ∫ . 
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Пример  5. 

2 2

1 1 3
arcsin ;

23 4 34 3
3

dx dx x
C

x x

= = +
− −

∫ ∫  

Пример  6. 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
sin 2 3 sin 2 3 2 3 cos 2 3

2 2
x dx x d x x C+ = + + = − + +∫ ∫ . 

Пример  7. 

( )
( )
( )
41

4 4 4

x xdx
dx

x x x x

+ −
= =

+ ⋅ + ⋅∫ ∫  

( )
( )

41

4 4

d xdx

x x

 +
= − + 

∫ ∫
1 1

ln ln 4 .
4 4

x x C= ⋅ − ⋅ + +  

За да ни я  для систематизации, повторения (выполняются в диалого-
вом режиме со всей аудиторией): 

1. 2sin 2xdx∫ ; 2. 
3 2 34

1 1x
dx

x x

 +− 
 
 
∫ ; 3. 

3 2x
dx

x

+
∫ ; 4. 23tg xdx∫ ; 5. 

24 3

dx

x+
∫ ; 

6. 
2 2

cos2

cos sin

x
dx

x x
∫ ;  7. 

2

2

3 2

cos

ctg x
dx

x

−
∫ ;  8. ( ) ( )

2

2 2

2 2 5

2 1 4

x x
dx

x x x

+ +
+ + ⋅ +

∫ . 

 
6.4. Метод подведения под знак дифференциала 

 

Суть метода основывается на свойстве инвариантности неопреде-
ленного интеграла: если ′ =( ) ( )F x f x , то = +∫ ( ) ( )f u du F u C . 

Пример  1. 
( )1

ln 1
1 1

d xdx
x C

x x

−
= = − +

− −∫ ∫  . 

Пример  2. 

( ) ( )
2

2
2 2

41 1
ln 4

2 24 4

d xxdx
x C

x x

+
= = + +

+ +∫ ∫  . 

Вывод: чтобы поднести под знак дифференциала функцию, нужно 
записать под знаком дифференциала ее первообразную. 

Пример  3. 

( ) ( ) ( ) ( )2010
2009 2009 2 11 1

2 1 2 1 2 1
2 2 2010

x
x dx x d x C

+
+ = + + = +∫ ∫ . 
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Пример  4. 

( )
( )

2

2 2

2
7 2

7 2 7

1
7

2 2

1 1
7 .

2 2

x

x x

x
xe dx xdx d d x

e d x e C

− +

− + − +

= = = − − + =

− − + = − +

∫

∫

 

Пример  5. 
1997 1998

1997ln ln
ln ln ln

1998

x dx x
dx d x xd x C

x x
= = = = +∫ ∫  . 

Пример  6. 

( ) ( )
( )

4 43 4

8 8 24

1 1 1 1
arctg

4 4 4 7 77 7 7

d x d xx dx x
C

x x x
= = = +

+ + +
∫ ∫ ∫ . 

Пример  7. 

cos
2sin

x
dx x C

x
= +∫  . 

Пример  8 (первый способ).  

( )
( ) ( )1

ln 1
1 1 11

xx x
x

x x xx x

d edx e dx e dx
e C

e e ee e

−− −
−

− −−

+
= = = − = − + + =

+ + ++
∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )1 1
ln 1 ln ln 1 ln ln 1

x
x x x

x x

e
C C e e C x e C

e e

+= − + + = − + = − + + + = − + +  . 

Пример  8  (второй способ).  

( ) ( )1 1
ln 1

1 1 1

x x xx
x

x x x

e e d ee dx
dx dx x x e C

e e e

+ − +
= − = − = − + +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
6.5. Метод замены переменной 

 

Суть метода: метод замены переменной заключается во введении 
новой переменной с целью получения табличного интеграла или сводимо-
го к табличным.  

ТЕОРЕМА 6.5.1. Пусть дан интеграл ( )f x dx∫ , который не являет-

ся табличным, но известно, что первообразная для ( )f x  есть. Пусть 

( )x t= ϕ  – непрерывно-дифференцируемая функция, имеющая обратную 
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функцию, которая также является дифференцируемой. Тогда с учетом 
( )dx t dt′= ϕ ,  будем иметь 

( ) ( ( )) ( )f x dx f t t dt′= ϕ ⋅ ϕ∫ ∫ .                              (6.5.1) 

Доказательство. Пусть ( )F x  – первообразная для функции ( )f x , 

т. е. ( ) ( )F x f x′ = . Тогда по свойству инвариантности неопределенного ин-

теграла функция ( )( )F tϕ  будет первообразной для функции  

( )( ) ( )f t t′ϕ ⋅ ϕ :  

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )F t F t t f t t′ ′ ′ ′ϕ = ϕ ⋅ ϕ = ϕ ⋅ ϕ . 

Следовательно, ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f t t dt F t C F x C f x dx′ϕ ⋅ ϕ = ϕ + = + =∫ ∫ . 

З амечание  6.5.1. Формулу (6.5.1) называют формулой замены 
переменной в неопределённом интеграле или методом подстановки. 

З амечание  6.5.2. После нахождения интеграла в правой части 
формулы (6.5.1) необходимо вернуться к старой переменной. 

З амечание  6.5.3. Замена переменной должна обеспечить приве-
дение не табличного интеграла к табличному или более простому. Однако 
удачный выбор новой переменной часто довольно сложен и приобретается 
практикой. 

Пример  1 (первый способ). 

( )1 , 1, 1
1 ( 1) ( 1)1 ln( 1),

1

x x

x

e t e t t tdx dt
dt

t t t te x t dx dt
t

+ = = − − −
= = = − =

− −+ = − =
−

∫ ∫ ∫  

( ) ( )11 1
ln 1 ln

1 1

d tdt
dt t t C

t t t t

− = − = − + = − − + = − − 
∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )ln ln 1 ln 1 .x x xe e C x e C= − + + = − + +  

Пример  1 (второй способ). 

( )
1

ln , , ,
1

ln 1
1 1 1 ( 1)1 , 1

x x

x
x

x t e t e
d tdx dtt t C

t t te dx dt e
t t

−= − = = +
= = − = − = − + + =

+ + ++ = − + =
∫ ∫ ∫  
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( )ln 1xe C−= − + + 1 1
ln 1 ln

x

x x

e
C C

e e

+= − + + = − + =

( ) ( )ln 1 ln ln 1x x xe e C x e C= − + + + = − + + . 

Упражнение. Вычислить 
1x

dx

e +∫  с помощью замены lnx t= . 

Сравните все способы вычисления 
1x

dx

e +∫  и выберите наиболее эф-

фективный из них. 

Пример  2. 

2
2 2

2 22

1 1 1 1 1 12 1 2 2
2 2 2 16 16 2

1
1 4
21 7 1 72

4 8 4 4

1
4

1 4 2 4 14arctg arctg .
2 7 7 7 7

= = =
    − + − + − + − +        

 − 
 = = =

    − + − +         

 −  − = ⋅ + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

dx dx dx

x x x x x x

d x
dx

x x

x
x

C C

 

Пример  3. 

( ) ( ) ( )
2 2

2

3 2 3 2 3 2

1 1 1 12 1 1 72 2
2 16 16 2 4 8

x dx x dx x dx

x x x x x

− − −
= = =

  − +  − + − + − +        

∫ ∫ ∫  

2 2

1 51 1 3 2 3, , 4 44 4 7 7
2 2

8 8

t tx t x t
dt dt

t tdx dt

 + − − − = = +  = = = =
+ +=

∫ ∫  

2

2 2

3 5 3 7 5 4 4
ln arctg

7 72 8 4 16 8 7 7
16 16

 = − = + − ⋅ + = 
 + +

∫ ∫
tdt dt t

t C
t t

2
1

4
3 1 7 5 4ln arctg
4 4 16 2 7 7

 −     = − + − + =     

x
x C  
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2
3 1 7 5 4 1

ln arctg .
4 4 16 2 7 7

  − = − + − +     

x
x C  

Пример  4. 

2 2
2 1 1 sin cos ,1 cos cos

sin , cos

x t tx dx t tdt
x t dx t dt

− = − =− = = ⋅ =
= = ⋅

∫ ∫  

2 1 cos2 1 1
cos cos2

2 2 2

t
dt dt dt tdt

+= = = + =∫ ∫ ∫ ∫  

2

arcsin ,1 1
sin 2

2 4 sin 2 2sin cos 2 1

t x
t tdt C

t t t x x

=
= + + = =

= = −
 

21 1
arcsin 1

2 2
x x x C= + − + . 

Пример  5 (первый способ). 

sin
tg cos , sin ln ln cos

cos

xdx dt
xdx x t dt xdx t C x C

x t
= = = = − = − = − + = − +∫ ∫ ∫ . 

 

Пример  5 (второй способ). 

sin cos
tg ln cos

cos cos

xdx d x
xdx x C

x x
= = − = − +∫ ∫ ∫ . 

Вывод: в данном случае выгоднее использовать метод подведения 
под знак дифференциала. 

Пример  6.  
2

2

2 , 2 , 2
2

3 32 3 2, 2

x t x tdx tdt tdt

t tx x t dx tdt

+ = + =
= = = =

+ ++ + = − =
∫ ∫ ∫  

( ) ( )3 3 3
2 2 6 2 6ln 3

3 3

+ − +
= = − = − + + =

+ +∫ ∫ ∫
t d t

dt dt t t C
t t

 

2 2 6ln 2 3 .= + − + + +x x C  
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6.6. Интегрирование выражений,  
содержащих квадратный трёхчлен 

 

1 22 2
;  ;

+= =
+ + + +∫ ∫
dx Ax B

I I dx
ax bx c ax bx c

 

2
3 4 52 2

;  ;  .
+= = = + +

+ + + +
∫ ∫ ∫

dx Ax B
I I I ax bx c

ax bx c ax bx c
 

Основная идея – интегралы  I1 – I5  сводят к табличным или к более 
простым выделением полного квадрата из квадратного трёхчлена: 

22 2 2
2 2

2

4

4 2 44

b b b c b ac b
ax bx c a x x a x

a a a a aa

  − + + = + + − + = + +       
, 

и введением замены переменной. 

З амечание .  Интегралы 2 4,I I  могут вычисляться следующим об-

разом. В числителе выделяют производную знаменателя 

( )(2 ) 2
2 2 2 2

A Ab A Ab
Ax B ax b B ax b B

a a a a
 + = + − + = + + − 
 

, 

затем интеграл 
( )

2 2

Ax B dx
I

ax bx c

+
=

+ +∫  разбивают на два интеграла, один из ко-

торых вычисляют поднесением под знак дифференциала, а второй – выде-
лением полного квадрата в квадратном трёхчлене. 

Первый способ:  

( )

( )2
2

3 53 5
55 4 2 2 2 1 1
2

x dxx
dx

x x x x

−− = =
 − − − + + − − 
 

∫ ∫

( )
( )

( )
2 2 2 2

1 , 13 5 3 1 5
3 8

7 2 7 2 7 27 2 1

x t x tx dx t tdt dt
dt

dx dt t t tx

+ = = −− − −
= = = = − =

= − − −− +
∫ ∫ ∫ ∫  

( )2
2

2 2

2 7 7 23 1 3 4 2
8 ln 7 2 ln

74 2 4 2 7 7 22 7
2

d t tdt
t C

tt t

− + −⋅− + ⋅ = − − + + =
+− + −

∫ ∫  

2 1 7 23 2 2
ln 5 4 2 ln .

4 7 1 7 2

x
x x C

x

+ −
= − − − + +

+ +
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Второй способ: 

( )

( )

2

2

2 2 2

5 4 2 4 4,3 5
3 35 4 2 3 5 ( 4 4) 3 5 ( 4 4) 8
4 4

3
4 4 8 3 ( 4 4)4 8

45 4 2 5 4 2 5 4 2

x x xx
dx

x x x x x

x x dx dx
dx

x x x x x x

′
− − = − −− = =

− − − = − − − − − == − − − −

− − − − − −= == − − =
− − − − − −

∫

∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2

5 4 2 5 4 2 13 3 8
8

74 4 25 4 2 5 4 2 5 4 2 1
2

d x x d x x d xdx

x x x x x x x

− − − − +
− − = − − =

− − − − − − − +
∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
( )

2

2 2

5 4 2 13 8
74 25 4 2 1
2

d x x d x

x x x

− − +
− + =

− − + −
∫ ∫

2 1 7 23 2 2
ln 5 4 2 ln .

4 7 1 7 2

x
x x С

x

+ −
= − − − + +

+ +
 

 
6.7. Метод интегрирования по частям 

 

ТЕОРЕМА 6.7.1. Если функции  ( )u x  и  ( )v x определены на неко-

тором промежутке и имеют на этом промежутке непрерывные производ-
ные, то имеет место равенство: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x dv x u x v x v x du x= ⋅ −∫ ∫    или 

udv uv vdu= −∫ ∫                                         (6.7.1) 

Доказательство. Запишем тождество ( )d uv udv vdu= +  и проинтег-

рируем его. Тогда будем иметь: 

( )d uv udv vdu uv udv vdu= + ⇒ = + ⇒∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

udv uv vdu⇒ = −∫ ∫ , что и требовалось доказать. 

З амечание  6 . 7 .1 .  Формулу (6.7.1) называют формулой интег-
рирования по частям. 

З амечание  6 . 7 .2 . Суть метода интегрирования по частям состо-
ит в том, что подынтегральное выражение заданного интеграла представ-
ляют в виде произведения двух сомножителей u и dv; затем, после нахо-
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ждения du  и v , используется формула (6.7.1). Иногда для достижения 

окончательного результата формулу интегрирования по частям приходится 
применять несколько раз. 

Пример  1. 

2
2

1
arctg , ,

arctg arctg1
1,

u x du u dx dx x
xdx x x dxx

xdv dx v x

′= = =
= = ⋅ − =+

+= =
∫ ∫

( )
2

2
2

1 (1 ) 1
arctg arctg ln 1 .

2 21

d x
x x x x x C

x

+= ⋅ − = ⋅ − + +
+∫  

З амечание  6 . 7.3 . Метод применяется в тех случаях, когда по-
дынтегральное выражение представлено произведением различного класса 
функций. 

З амечание  6 . 7.4 .  Метод интегрирования по частям применяется 
в тех случаях, когда подынтегральное выражение можно представить как 

произведение udv, причем вычисление vdu∫  проще, чем вычисление .udv∫  

З амечание  6 . 7.5 . Полезно помнить, что для k N∈  

,

cos ,   

sin ,    

k

k

k k x

u x if

x x

x x x a

=

                    

,

arcsin ,   arccos ,

  arctg ,   log

k

k k

k k
a

u x if

x x x x

x x x x

≠

 

З амечание  6 . 7.6 .  Формула интегрирования по частям может 
быть использована при интегрировании иррациональных выражений. 

З амечание  6 . 7.7 .  Применять формулу (6.7.1) можно согласно 
следующему алгоритму: 

1) выбрать uи dv; 
2) найти du u dx′= ; 

3) найти v dv= ∫ ; 

4) подставить полученные результаты в формулу (6.7.1). 

Пример  2. 

3 2

3 3 2
, 3 1 1

sin3 cos3 cos3 31 3 3sin3 , cos3
3

u x du x dx
x xdx x x x x dx

dv xdx v x

= =
= = − ⋅ + ⋅ =

= = −
∫ ∫  
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2, 2

1
cos3 , sin3

3

u x du xdx

dv xdx v x

= =
= =

= =
3 21 1 2

cos3 sin3 sin3
3 3 3

x x x x x xdx − ⋅ + ⋅ − = 
 

∫  

3 2
,

1 1
cos3 sin31

3 3sin3 , cos3
3

u x du dx
x x x x

dv xdx v x

= =
= = − ⋅ + ⋅ −

= = −
 

3 22 1 1 1 1
cos3 cos3 cos3 sin3

3 3 3 3 3
x x xdx x x x x − − + = − ⋅ + ⋅ + 

 
∫  

2 2
cos3 sin3

9 27
x x x C+ − ⋅ + . 

Пример  3. 

2
2

2

1
ln , ,

1 1
ln ln

2 2
,

2

u x du dx
x x

x xdx x x dx
xx

dv xdx v

= =
= = ⋅ − ⋅ =

= =
∫ ∫  

2 2 2 21
ln ln

2 2 2 2 4

x x x x
x C x C= − + = − + . 

Пример  4. 

2
2

3 2
3

1
ln , ,

ln 1 1
ln

2 2
,

2

u x du dx
xx x

dx x x dx
xx x

dv x dx v

−
−

−
−

= =
= = ⋅ + ⋅ =

−
= =

−

∫ ∫

2 2

2 2

1 1 1
ln ln .

2 2 2 2 4

x x
x C x C

x x

− −
= − − + = − − +  

 
6.8. Циклическое интегрирование 

 

Рассмотрим интегралы cosaxe bxdx 
 ∫ , sinaxe bxdx 

 ∫ , 2 2a x dx −
  ∫ , 

где a  и  b = const. 

Суть метода: применяя формулу интегрирования по частям дос-
таточное число раз (но не менее двух), получают в правой части равенства 
интеграл, аналогичный интегралу в левой части равенства. Решая полу-
ченные уравнения относительно искомого, получают данный интеграл. 
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Пример  1. 

, ,
cos 1

cos , sin

ax ax

ax
u e du a e dx

J e bxdx
dv bxdx v bx

b

= = ⋅
= = =

= =
∫  

=
1

sin sinax axa
e bx e bxdx

b b
⋅ − =∫

, ,

1
sin , cos

= =
=

= = −

ax axu e du ae dx

dv bxdx v bx
b

sin 1
cos cos

ax
ax axe bx a a

bx e e bxdx
b b b b

  = − − ⋅ − − ⋅  
  
∫ = 

2

sin
cos

ax
axe bx a

bx e
b b

= + ⋅ −
2

2
cosaxa

e bxdx
b
∫ , тогда получим уравнение 

( ) 2

2 2

sin cosaxe b bx a bx a
J J

b b

+
= − ⇒

( )2

2 2

sin cos
1

axe b bx a bxa
J

b b

  +
+ =  

 
. 

Выражая из последнего уравнения исходный интеграл, получим 

( )
2 2

sin cos
cos

ax
ax e b bx a bx

e bxdx C
b a

+
= +

+∫ . 

Пример  2. 
2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a x dx x xdx
a x dx dx a

a x a x a x

− ⋅− = = − =
− − −

∫ ∫ ∫ ∫  

( )2 2
2 2

2 2 2 2

, 1 ,

1
,

2

u x du dx

d x axdx
dv v a x

a x a x

= = ⋅

− += =
= = − = − −

− −
∫

 

( )2 2 2 2 2arcsin
x

a x a x a x dx
a

= − − − + −∫ . 

В результате получим уравнение относительно заданного интеграла 

2 2 2arcsin
x

J a x a x J
a

= + − − . 

Будем иметь 2 2 22 arcsin
x

J a x a x
a

= + −  или 

2
2 2 arcsin

2 2

x a x
J a x C

a
= − + + . 
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6.9. Рекуррентная формула для интеграла 

( )
=

+
∫

2 2
n n

dx
J

x a
 

 

Преобразуем рассматриваемый интеграл так, чтобы степень знаме-
нателя уменьшилась хотя бы на единицу: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 12 2 2 2 2 2 2 2

1 1
n n n n n

dx x a x dx x xdx
J dx

a ax a x a x a x a
−

 
+ − ⋅ = = = − = 

+ + + + 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )
( ) 12 2 2 2

2 2 2 2

, ,

1 1
,

2 2 1

n

n n

u x du dx

d x a x axdx
dv v

nx a x a

− +

= =

+ +=
= = =

−+ +
∫

= 

( )( ) ( ) ( )12 1 12 2 2 2

1 1 1

2 2 11
n n n

x dx
J

na n x a x a
− − −

 
 = − ⋅ + = −− + + 
 

∫  

( ) ( )( )12 12 2

1 1
1

2 1 2 1
n n

x
J

na n x a
− −

 
  = − +  −  − + 

 

. 

Окончательно будем иметь 

( )2 2
n n

dx
J

x a
=

+
∫ ( ) ( )( )12 12 2

1 2 3

2 1 2 1
n n

n x
J

na n x a
− −

 
− = + − − + 

 

 

Например, применим полученную рекуррентную формулу для вы-
числения  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2 22 2 2

2 22 2

1 3

7 47 7 4 7

1 3 1 1

7 4 7 2 7 2 7 4 7

dx dx x

x x x

dx x x

x x x

 
 = + = 

+ + + 
 

   
   + + =   + + +     

∫ ∫

∫
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( ) ( )22 2

1 3 1 3
arctg

7 56 7 7 56 7 4 7

x x x

x x

 
 = ⋅ + + + + 
 

. 

 
Примеры  дл я  си стематизации ,  по вторе ни я : 

 

Пример  1. 

( ) ( )1
sin 3 5 cos 3 5 .

5
x dx x C− = − +∫  

Пример  2. 

2 2 21
; ; ;

2
x x xx e dx u x du dx dv e dx v e− − −⋅ = = = = = − =∫  

2 2 2 21 1 1 1
.

2 2 2 4
x x x xx e e dx x e e C− − − −= − ⋅ + = − ⋅ − +∫  

Пример  3.  

( ) ( )( ) ( )2 sin 4 141 1
cos 2 7 1 cos 4 14

2 2 14

x
x dx x dx x C

+ 
+ = + + = + + 

 
∫ ∫ . 

Пример  4.  

( )2007 7 1
3 7 3 7 , ,

3 3

y
t t dt t y t dt dy

−+ = + = = = =∫  

2007 2008 20071 7 1
7

3 3 3 9

y
y dy y dy y dy   = − = − =    

∫ ∫ ∫
 

( ) ( )2009 20082009 2008 3 7 3 71 7 1 7

9 2009 9 2008 9 2009 9 2008

t ty y
C C

+ +
= ⋅ − ⋅ + = ⋅ − ⋅ + . 

Пример  5. 

( )2

2

1
ln 2 7 2

27 2

du
u u C

u
= + + +

+
∫ . 

Пример  6. 

2

2

1
7 2

27 2

udu
u C

u
= + +

+
∫ . 
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6.10. Интегрирование правильной рациональной дроби 
 

ТЕОРЕМА 6.10.1 (основная теорема алгебры). Всякий многочлен n-
ной степени (n > 0) имеет по крайней мере один корень, действительный 
или комплексный. 

ТЕОРЕМА 6.10.2. Всякий многочлен n-ой степени можно предста-
вить в виде               ( ) ( )( ) ( )0 1 2 ...n nP x a x x x x x x= − − − , 

где 1 2, ,..., nx x x  – корни многочлена, 0a  – коэффициент многочлена при 
старшей степени. 

ТЕОРЕМА 6.10.3. Всякий многочлен n-ной степени с действитель-
ными коэффициентами можно разложить на линейные и квадратичные 
множители с действительными коэффициентами: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1

0 1 2

2 2
1 1

...

... .

s

m

kk k
n s

l l

m m

P x a x x x x x x

x p x q x x p x q x

= − − − ×

× + + + +
 

При этом ( )1 2 1 2... 2 ...s mk k k l l l n+ + + + + + + = , а квадратичные трехчлены 

не имеют действительных корней. 

Определение 6.10.1. Рациональной дробью или дробно-рациональ-
ной функцией называется функция, равная отношению двух многочленов: 

( ) ( )
( )

r

n

Q x
f x

P x
= . 

Определение 6.10.2. Рациональная дробь называется правильной, 
если степень числителя меньше степени знаменателя, в противном случае 
рациональная дробь называется неправильной.  

Определение 6.10.3. Правильные рациональные дроби вида 

(I) ( )
A

x a−
; 

(II) 
( )

( ),  2,
k

A
k k

x a
≥ ∈ Ν

−
; 

(III) ( )2
2

,  4 0
Mx N

D p q
x px q

+ = − <
+ +

; 

(IV) 

( )
( )2

2
,  2, 4 0

k

Mx N
k D p q

x px q

+ ≥ = − <
+ +

, 

где A, a, M, N, p, q – действительные числа, называются простейшими 
рациональными дробями I, II, III и IV типов. 
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ТЕОРЕМА 6.10.4. Пусть дана правильная рациональная дробь 
( )
( )

r

n

Q x

P x
, 

где все коэффициенты – действительные числа, причем числитель и зна-
менатель не имеют одинаковых множителей. 

Пусть знаменатель разложен на множители 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
0 1 1 1... ... .

ms
lkk

n s m mP x a x x x x x p x q x x p x q x= − − × + + + +  

Тогда дробь можно представить (единственным образом) в виде 
суммы простейших рациональных дробей: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1

1 1

... ... ... s

s

kkr
k k

n s s

BAQ x A B

P x x x x xx x x x
= + + + + + + +

− −− −
 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2
1 1

... ... m m

m

l l
l

m m m m

C x DM x N C x D

x p x q x p x q x p x q

++ ++ + + + +
+ + + + + +

,   (6.10.1) 

где 
11 1,..., , ,..., ,

sk kA A B B 1 1 1 1, ,..., , ,..., ,
m ml lM N C D C D  – некоторые действи-

тельные коэффициенты. 

З амечание  6.10.1. Коэффициенты в формуле (6.10.1) могут быть 
найдены следующим образом: правую часть разложения нужно привести к 
общему знаменателю; знаменатели левой и правой частей формулы будут 
одинаковые, значит, должны быть тождественно равны числители. При-
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях  x слева и справа, полу-
чим столько уравнений, сколько неизвестных коэффициентов. Решив по-
лученную систему, найдем эти коэффициенты. 

З амечание  6.10.2. Если в знаменателе имеются действительные 
различные корни, то можно придать x значения действительных корней в 
тождестве числителей. Тем самым, также будет получено соответствую-
щее количество уравнений. Для получения необходимой системы уравне-
ний для подстановки в тождество числителей значений x можно использо-
вать и другие числа. 

З амечание  6.10.3. Простейшие дроби I, II типов интегрируются 
подведением под знак дифференциала; интегрирование простейших дро-
бей III и IV  было рассмотрено в п. 6.6. 

 

Алгоритм интегрирования рациональных дробей: 

1) если дробь неправильная, то, разделив числитель на знаменатель, 
нужно отделить целую часть и правильную рациональную дробь; 
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2) в правильной рациональной дроби знаменатель нужно разложить 
на множители; 

3) правильную рациональную дробь представить в виде суммы про-
стейших рациональных дробей; 

4) проинтегрировать целый многочлен и сумму простейших рацио-
нальных дробей. 

Пример  1. 

( )
4 3 2

3 3

2 3 1 1
2 .

x x x x x
dx x dx dx

x x x x

+ + + + += + +
+ +∫ ∫ ∫  

( ) 22

1

11

x A Bx C

x xx x

+ += +
++

, 

( ) ( )21 1x A x x Bx C+ = + + + . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, будем иметь 

0

2

1.

0 , 1.

1.

x A

x A B B A B

x C

=

= + ⇒ = − = −

=

 

Тогда заданный интеграл приводится к сумме: 

( )

2 2

2 2 2

2 2 2
2

2

1
2 2 ln

2 21 1 1

1 ( 1) 1
2 ln arctg 2 ln ln 1 arctg .

2 2 2 21

− ++ + + = + + − + =
+ + +

++ + − + = + + − + + +
+

∫ ∫ ∫ ∫

∫

x dx x x xdx dx
x dx x x

x x x x

x d x x
x x x x x x x C

x

 
6.11. Интегрирование иррациональных функций 

 

Определение 6.11.1. Функция, содержащая в своем аналитическом 
выражении радикалы, называется иррациональной.  

З амечание  6.11.1. Не от всякой иррациональной функции инте-
гралы выражаются через элементарные функции. 

В тоже время интеграл от рациональной функции можно всегда 
представить в виде суммы элементарных функций.  

Рассмотрим те иррациональные функции, для которых интегралы с 
помощью соответствующих подстановок сводятся к интегралам от рацио-
нальных функций. 
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1.  
1 2

1 2 1, , ,..., ,
k

k

mm m

nn n p pR x x x x dx x t dx pt dt−
 
  = = =
 
 

∫ , 

где p = НОК  ( )1 2, ,..., kn n n ; R(x) – рациональная функция. 

Пример  1. 

( )
( ) ( ) ( )

( )

5 5
6 56

4 3 33 2

22

6
; ; 6 6

1

1 1 1
6 6 6 1

1 1 1

= = = = = = =
− −−

− +  −
= = = + + = − − − 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

dx t dt t
x t t x dx t dt dt

t t t tx x

t d tt
dt dt t dt

t t t

 

2 3
6 66 ln 1 6 ln 1

2 2

t x
t t C x x C

   
= + + − + = + + − +    

  
. 

2.  

1

1 ,...,

k

k

mm

n nax b ax b
R dx

cx d cx d

 
+ +     =    + +    

 

∫  

( ) ( ), , ;

;

p p p p

p p

p p

ax b
t ax b t cx d x a ct dt b

cx d

dt b dt b
x dx dt

a ct a ct

+ = + = + − = −
+

′ − −= =   − − 

= ( )1R t dt∫ , 

где p = НОК  ( )1 2, ,..., kn n n ; R1(x) – рациональная функция. 

Пример  2. 

( ) ( )

123
12 11 11

4

6 4 15 13
11 8 6 4 14 12

3

2 3 2 3 3 1
2 3 ; ; 12 6

2 22 3

6 6 6 6
15 13

x x t
dx x t x dx t dt t dt

x

t t t t
t dt t t t dt t t dt C

t

+ + + −= + = = = = =
+

 += = + = + = + + =  
 

∫

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )15 1312 12 122 6
2 3 2 3 2 3

5 13
t x x x C= = + = + + + + =  

( ) 4 122 6
2 3 2 3 2 3

5 13
x x x C = + + + + + 

 
. 
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Пример  3. 

( ) ( )2
2

1 1

11 11
1

dx x
dx

xx xx
x

+= ⋅
−− −−

+

∫ ∫ . 

Введем замену: ( )
2

2 2 2 2 2
2

1 1 1
, ,1 , 1 1, ,

1 1 1

x x t
t t x t t x x t t x

x x t

+ + −= = + = − + = − =
− − +

 

( ) ( )
( ) ( )

2 22

2 2 22 2

2 1 2 11 2 2

1 1 1

t t t tt tdt
dx dt dt

t t t

′ + − − − ⋅= = =  +  + +
, 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 22 2 2 2
2

2 2 22 2 2

1 1 1 2 2
1 1

1 1 1

t t t t
x dt

t t t

− + − − ⋅− = − = =
+ + +

. 

Заданный интеграл приводится к табличному: 

( )
( )

( )

22

2 22 2

11 1 4 1
.

1 141 1

tx t x
dx t dt dt t C C

x xtx t

++ +⋅ = ⋅ ⋅ = = + = +
− −− +

∫ ∫ ∫  

 
6.12. Интегрирование дифференциальных биномов 

 

Определение 6.12.1. Дифференциальным биномом называется вы-

ражение ( )pm nx a bx+ , где m, n, p – рациональные числа; a, b – действи-

тельные числа. 

ТЕОРЕМА 6.12.1 (Чебышева).  Интеграл от дифференциального би-

нома ( )+∫
pm nx a bx dx выражается через элементарные функции в сле-

дующих трёх случаях: 

1) р − целое число ⇒ + =na bx z;  

2) 
1+m

n
 − целое число ⇒ + =n qa bx z , где q − знаменатель р; 

3) 
1+ + 

 

m
p

n
− целое число ⇒ + = ⋅n q na bx z x , где q − знаменатель р. 
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Пример . ( )
1

1 5 3
3 5

1
1

−−= +∫ ∫
⋅ +

dx
x x dx

x x
  

Для подынтегральной функции выполняется условие 
1

0
m

n

+ = . В со-

ответствии с Т.6.12.1 введем замену: 

( ) ( )

5 3 5 3

1 4
3 3 25 5

1 , 1,

.1
1 , 1 3

5

x t x t

x t dx t t dt
−

+ = = −

= − = − ⋅
 

Заданный интеграл принимает вид 

( ) ( ) ( )
4 1

12 3 3 1 35 5
3

3 3 3
1 1 1

5 5 5 1

t
t t t t dt t t dt dt

t

− − −−⋅ − ⋅ − ⋅ = − = =
−∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

2 22

11 1

1 3 11 11 1

− += = + = − = − −+ + + +− ⋅ + +  

tt A Bt C

t tt t t tt t t
 

=
2

1 ( 1) ( 1)

5 1 1 3
2 4

d t t
dt

t
t

 
 − − −
 −  + +  

  

∫ ∫ =

1 1
, ,

2 2
t y y t

dt dy

+ = − =
=

=

2

3
1 2ln 1

35
4

y
t dy

y

 − 
− − = 

+ 
 

∫  

=

2

2

3
1 1 3 2 24ln 1 arctg

35 2 2 3 3
4

d y
y

t C
y

   +   
   − − − + =

  +    

∫  

=
21 1 3 3 2 1

ln 1 ln arctg
5 2 4 3 3

t
t y C

 +  − − + + + =  
  

 

( ) 3 52
3 3 35 5 51 1 2 1 1

ln 1 1 ln 1 1 1 3arctg .
5 2 3

x
x x x C

 + +
 = + − − + + + + + +
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6.13. Интегрирование тригонометрических функций 
 

ТЕОРЕМА 6.13.1. Интеграл ( )sin ,cosR x x dx∫  всегда может быть 

представлен в виде элементарных функций с помощью универсальной 
тригонометрической подстановки, где R(x) – рациональная функция. 

 

2

tg , 2arc tg ,
2

2

1

= =

=
+

x
t x t

dx dt
t

⇒
2

2 2 2

2 1 2
sin ,  cos , tg

1 1 1

t t t
x x x

t t t

−= = =
+ + −

.       (*)  

Доказательство.  Применим подстановку (*), получим 

( )
2

12 2 2

2 1 2
sin ,cos , ( )

1 1 1

t t dt
R x x dx R R t dt

t t t

 −= =  + + + 
∫ ∫ ∫ , 

где подынтегральная функция представляет собой некоторую рациональ-
ную функцию относительно переменной t. 

Поскольку рациональная дробь может быть проинтегрирована через 
рациональные функции, то интеграл от тригонометрической функции в 
конечном итоге будет выражен через элементарные функции. 

Пример  1. 

2

22 2

tg , 2arctg , 2
2 1 ln ln tg .

22 2sin 2, sin
11 1

x dtt x t
dx dt xt t C

ttx tdx dt x
tt t

= =
+= = = = = +

= =
++ +

∫ ∫ ∫  

 
Частные  случаи  

 

1.  2 2sin cos , , ∈∫
m nx xdx m n N 

2 21 cos2 1 cos2 1
sin ;cos ;sin cos sin 2

2 2 2

− += = ⋅ =x x
x x x x x – понижаем степень. 

( )sin ,cos∫2.1. R x x dx. 

( ) ( )sin ,cos sin ,cosif R x x R x x− = −  – sin x в нечетной степени, то подво-

дим под знак дифференциала функцию sin x или вводим замену cos x = t: 
2 2sin cos , sin 1 cos

или cos , sin

= − = −
= = −

xdx d x x x

x t dt xdx
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(sin ,cos )∫2.2. R x x dx 

( ) ( )sin , cos sin ,cosif R x x R x x− = −  – cos x в нечетной степени, то подво-

дим под знак дифференциала функцию cos x  или вводим замену sinx t= : 
2 2cos sin , cos 1 sin

или sin , cos

= = −
= =

xdx d x x x

x t dt xdx
. 

(sin ,cos )∫3. R x x dx. 

( ) ( )sin , cos sin ,cosif R x x R x x− − =  – функция четна относительно cos x, 

sin x одновременно, то будет эффективной одна из замен:  
а) если в знаменателе преобладает степень cos x: 

2

2 2

1
tg , arc tg , ,

1
1

sin , cos ;
1 1

= = =
+

= =
+ +

x t x t dx dt
t

t
x x

t t

; 

б) если в знаменателе преобладает sin x: 

2

2 2

1
c tg , arcctg , ,

1
1

sin ,cos .
1 1

= = = −
+

= =
+ +

x t x t dx dt
t

t
x x

t t

. 

З амечание .  

В интегралах вида 
sin∫ m

dx

x
, где m ≥ 1 и нечётные, выгодно использо-

вать универсальную тригонометрическую подстановку tg
2

=x
t . 

Пример :  

( )
( )

( )22
2

33 3

2 2 32

2tg , 2arctg , 112 1
2 2sin 42,sin

1 1 1

= = ++= = = =
= =

+ + +

∫ ∫ ∫

x dtt x t tdx t dt
dt tx ttdx x
t t t

 

2 4 2 2
3

3

1 1 2 1 1
2 2ln

4 4 4 2 2

−
−  + +  = = + + = + + + =   −   

∫ ∫ ∫ ∫
t t dt t t

dt t dt tdt t C
t t

 

2

2

1 1 1 1
ln tg tg

8 2 2 8 2tg
2

= − + + +x x
C

x
. 
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Если же в знаменателе находится cos x в нечётной степени, то эта 
подстановка становится не выгодной. В этом случае выгоднее использо-
вать замену sin =x t : 

( ) ( ) ( )2 2 23 4 2

cos sin
sin

cos cos 1 11 sin
= = = = =

+ −−
∫ ∫ ∫ ∫

dx xdx d x dt
x t

x x t tx
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 11 1 1 1
= + + +

+ −+ − + −
dt A B C D

t tt t t t
. 

Сравним с выражением 

( )
( )

( )
( )

22
2

3 33 2 2 2

2 2
32

2tg , 2arctg , 12 1 2
cos 2 1 1 1,cos

1 1
1

= = ++= = =
− − −= =

+ + +

∫ ∫ ∫

x dtt x t tdx t dt
x dt t t tdx x

t t
t

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22

3 3 2 3 2 3

1

1 11 1 1 1 1 1

+
= + + + + +

+ −+ − + + − −

t A B C D E F

t tt t t t t t
. 

 

4.1. ( ) ( )1
sin sin sin sin cos cos

2
mx nxdx mx nx m n x m n x⋅ = ⋅ = − − +  ∫ ; 

4.2. ( ) ( )1
sin cos sin cos sin sin

2
mx nxdx mx nx m n x m n x⋅ = ⋅ = − + +  ∫ ; 

4.3. ( ) ( )1
cos cos cos cos cos cos

2
mx nxdx mx nx m n x m n x⋅ = ⋅ = − + +  ∫ . 

Пример  1. 

3 cos

dx

x
=

+∫ 2

2 2

tg , 2arc tg ,
2

2 1
,cos

1 1

x
t x t

t
dx dt x

t t

= =

−= =
+ +

=
2

2

2

2

1
1

3
1

dt
t

t

t

+
−+
+

∫ =

( )
2 22 2

2
2

2
2 2

22 4 23 3 1
1

1

dt dt dt

t tt t
t

t

= = = =
  + ++ + −+ ⋅   + 

∫ ∫ ∫

tg1 1 2arctg arctg
2 2 2 2

x
t

C C= + = + . 
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Пример  2.  

2

2 2 2

1

cos
sin 2sin cos 3cos tg 2tg 3

dx
dx x

x x x x x x
= =

− + − +∫ ∫ 2

tg

tg 2 tg 3

d x

x x
=

− +∫  

( ) 22

( 1)

( 1) 22 1 2

dt d t

tt t

−= = =
− +− + +

∫ ∫
1 1 1 tg 1

arctg arctg
2 2 2 2

t x
C C

− −+ = +  

Пример  3.  

( )23

4 4

1 cos cossin

cos cos

x d xxdx

x x

−
= − =∫ ∫  

2

4 4 3

cos cos cos 1 1
.

coscos cos 3cos

d x xd x
C

xx x x
= − + = − − +∫ ∫  

Пример  4.                   
2 2sin cos

dx

x x
=

⋅∫   

Первый способ: 

2

4
2ctg2

sin 2

dx
x C

x
= − +∫ ; 

Второй способ: 

ввести замену tgx t= ; 

Третий способ: 

( )2
2

1
ctg 1 ctg ctg

cos
d x x d x

x

−− = − + =∫ ∫
1

ctg ctg tg
ctg

x C x x C
x

− + + = − + + ; 

Четвертый способ: 
2 2

2 2 2 2

sin cos 1 1
tg ctg

sin cos cos sin

x x
dx dx x x C

x x x x

+  = + = − + ⋅  
∫ ∫ . 

 
6.14. Интегрирование выражений, содержащих  

квадратный трёхчлен, с помощью тригонометрических подстановок 
 

Рассмотрим интеграл 
2( , )R x ax bx c dx+ +∫ ,                               (6.14.1) 

где R(x) – рациональная функция.  
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Интеграл (6.14.1)может быть вычислен с помощью следующего ал-
горитма: 

1) выделить полный квадрат в квадратном трёхчлене: 
2 2

2

2 4

b b
ax bx c a x c

a a
 + + = + − + 
 

; 

2) ввести замену 
24

,
2 4

b ac b
x t m

a a

−+ = = ; 

3) интеграл (6.14.1) примет вид иррациональной функции от t: 

2( , )R t at m dt+∫ .                                   (6.14.2) 

Интеграл (6.14.2) можно преобразовать к одному из трёх видов: 

2 2 2 2 2 21. ( , ) , 2. ( , ) , 3. ( , )R t k t dt R t k t dt R t t k dt− + −∫ ∫ ∫ . 

2 21. ( , )R t k t dt−∫  может быть вычислен с помощью одной из под-

становок: 
sint k y=  или cost k y= . 

2 22.  ( , )R t k t dt+∫  может быть вычислен с помощью одной из под-

становок: 
tgt k y=  или cht k y= . 

2 23.  ( , )R t t k dt−∫   может быть вычислен с помощью одной из под-

становок: 

, , ch .
cos sin

k k
t t t k t

y y
= = =  

Пример  1. 

2 23

dx

x x
=

−
∫  

2 2 2

3sin , 3cos ,

3 3 3sin 3 cos 3cos

x t dx tdt

x t t t

= =
=

− = − = =
 

=
2

3cos

3sin 3cos

tdt

t t
∫

2

2

2

3
1 1 1 1 33ctg .
3 3 3 3sin

3

x
dt x

t C C C
x xt

−
−= = − + = − + = − +∫  

Пример  2.     
( ) ( )

dx

x a b x− ⋅ −∫  
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Введем замену  
2 2cos sinx a t b t= + , ( )2 cos sin 2 sin cosdx a t t b t t dt= ⋅ − + ⋅   [ ]sin 2t b a dt= − . 

Тогда   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2cos sin cos sinx a b x a t b t a b a t b t− ⋅ − = + − ⋅ − − =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2sin sin cos cos sin cosb t a t b t a t b a t b a t= − ⋅ − = − ⋅ − =  

( ) 1
sin 2

2
b a t= − . 

С учетом всех полученных преобразований 

( ) ( )
dx

x a b x− ⋅ −∫  
( )

( )
sin 2

2
1

sin 2
2

b a t
dt t C

b a t

−
= = + =

−
∫ ? 

Упражнение. В полученной первообразной вернуться к старой 
переменной. 

Пример  3.    
(1 )

dx

x x
=

−∫  

Первый способ: 

= ( )
2

2 2

sin , 2sin cos sin 2 ,

1
(1 ) sin 1 sin sin cos sin 2

2

x t dx t tdt tdt

x x t t t t t

= = =

− = − = ⋅ =
= 

sin 2
2

1
sin 2

2

tdt
t C

t
= = +∫

sin
2arcsin

arcsin

t x
x C

t x

=
= = +

=
. 

Второй способ: 

( ) ( )2 2 2 2( ) 1 2 1 4 1 4 1 2

dx dx dx dx

x x x x x x
= = = =

− − − − − + − −
∫ ∫ ∫ ∫  

( )
2

1 1
, , arcsin 2 arcsin 2 1 .

2 2 1 4

dt
x t x t dx dt t C x C

t
= − = = + = = = + = − +

−
∫  

Пример  4 (первый способ). 

( )
( )

2

2

cos2 , 2 sin 2 ,

1 cos2 2cos
ctg

1 cos2 2sin

x a t dx a tdt
a x

dx a ta x t
a x t

a x a t t

= = −
+ = =⋅ ++− = = =

− ⋅ −
∫  

( )22 ctg 2sin cos 4 cos 2 1 cos2a t t tdt a tdt a t dt= − ⋅ ⋅ = − = − + =∫ ∫ ∫  
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2 21
2 sin 2 arccos .

2
x

a t t C a a x C
a

 = − + + = − − − + 
 

 

Пример  4 (второй способ).  

2 2

a x a x
dx dx

a x a x

+ += =
− −

∫ ∫
2 2arccos .

x
a a x C

a
− − − +  

 
ВЫВОДЫ 

 

Функция ( )F x  называется первообразной для функции ( )f x  на не-

котором множестве X, если для любого x X∈  функция ( )F x  является 

дифференцируемой и выполняется равенство  

( ) ( )/F x f x=   или  ( ) ( )dF x F x dx′= ⋅ . 

Множество всех первообразных для функции ( )f x  называется не-

определённым интегралом. 
Действие нахождения первообразных называется интегрированием. 

В данном учебном модуле представлены основные методы нахождения пер-
вообразной (интегрирования) для заданной функции: непосредственное ин-
тегрирование, интегрирование поднесением под знак дифференциала, заме-
ной переменной, интегрирование выражений, содержащих квадратный трех-
член, интегрирование по частям, интегрирование рациональных, иррацио-
нальных, тригонометрических функций. Геометрически неопределенный 
интеграл представляет собой семейство кривых, каждая из которых получа-
ется путем сдвига одной из кривых параллельно самой себе вдоль оси Oy. 

Интегрирование, как и всякая обратная операция, выполняется 
сложнее дифференцирования. Здесь нет простых и универсальных путей. 
Так, из алгебраических свойств здесь имеют место только свойства линей-
ности. Для интегрирования произведений и частных приходится проявлять 
изобретательность, конструкторские способности, творчество, специаль-
ные методы для того, чтобы свести искомый интеграл к табличным. При 
этом имеется множество функций, для которых невозможно найти перво-
образную, выраженную в элементарных функциях. Примерами неберу-
щихся интегралов являются: 

2sin ln
,   ,   ,   

sin
xtdt dx tdt

e dx
t tx

−
∫ ∫ ∫ ∫  и др. 



ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ 
 

1. Первообразная. Неопределённый интеграл. Основные понятия. 
2. Свойства неопределённого интеграла. 
3. Таблица неопределенных интегралов. 
4. Непосредственное интегрирование. 
5. Метод поднесения под знак дифференциала. 
6. Метод замены переменной. 
7. Интегрирование выражений, содержащих квадратный трёхчлен. 
8. Метод интегрирования по частям. 
9. Циклическое интегрирование. 

10. Рекуррентная формула для интеграла 

( )2 2
n n

dx
J

x a
=

+
∫ . 

11. Интегрирование правильной рациональной дроби. 
12. Интегрирование иррациональных функций. 
13. Интегрирование дифференциальных биномов. 
14. Интегрирование тригонометрических функций. 
15. Интегрирование выражений, содержащих квадратный трёхчлен, с 

помощью тригонометрических подстановок 2( , )R x ax bx c dx+ +∫ . 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
К ПРОВЕДЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

 
Учебно-информационный блок 

для проведения практических занятий 
 

Тема занятия Тип занятия 
Кол-во 
час 

I. Комплексные числа. Основная 
теорема алгебры. Представление 
дроби в виде суммы простейших ра-
циональных дробей 

Повторение и обобщение имею-
щихся знаний. Усвоение и закрепле-
ние изученного на лекции нового ма-
териала 

2 

II. Таблица интегралов. Непосред-
ственное интегрирование. Метод 
подведения под знак дифференциала 

Углубление и расширение получен-
ных знаний. Усвоение нового мате-
риала. Текущий контроль 

2 

III. Замена переменной. Интегриро-
вание выражений, содержащих квад-
ратный трехчлен в знаменателе 

Усвоение и закрепление нового ма-
териала. Применение полученных 
знаний Текущий контроль 

2 

IV. Интегрирование по частям. 
Циклическое интегрирование 

Усвоение и закрепление нового ма-
териала. Применение полученных 
знаний. Текущий контроль 

2 

V. Интегрирование простейших 
рациональных дробей. Интегрирова-
ние рациональных функций 

Усвоение и закрепление нового ма-
териала. Применение полученных 
знаний. Текущий контроль 

2 

VI. Интегрирование некоторых ир-
рациональных функций. 

Усвоение и закрепление нового ма-
териала. Применение полученных 
знаний. Текущий контроль 

2 

VII. Интегрирование  выражений, 
содержащих тригонометрические 
функции 

Усвоение и закрепление нового ма-
териала. Применение полученных 
знаний. Текущий контроль 

2 

VIII.  Интегрирование некоторых 
иррациональных функций с помо-
щью тригонометрических подстано-
вок. Итоговое повторение, вычисле-
ние интегралов от различных клас-
сов функций 

Повторение Углубление и расшире-
ние полученных знаний. Обобщение, 
систематизация и применение полу-
ченных знаний. Текущий контроль 

2 

IX. Контрольная работа по теме 
«Неопределенный интеграл» 

Итоговый контроль 
2 

 
Основная и дополнительная литература 

 
1. Гусак, А. А. Справочник по высшей математике / А. А. Гусак, 

Г. М. Гусак. – Мн. : Навука и тэхника, 1991. 
2. Богданова, Е.А. Методические указания к практическим, домаш-

ним и индивидуальным занятиям по теме «Комплексные числа» для сту-
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дентов всех специальностей / Е.А.. Богданова, Л.А. Данилова. – Новопо-
лоцк: НПИ, 1992. 

3. Индивидуальные задания по высшей математике / под общей ре-
дакцией А.П. Рябушко. − Минск: Выш. шк., 2004. 

4. Мышкис, А. Д. Лекции по высшей математике / А. Д. Мышкис. – 
М.: Наука, 1973. 

5. Пискунов, Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисление / 
Н.С. Пискунов. В 2 т. Т. 1. – М.: Наука, 1978. 

6. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике. В 3 ч. 
Ч. 1 / Д.Т. Письменный. – 2-е изд., испр. – М.: Айрис-пресс, 2002. 

7. Сборник задач по математике для втузов. Линейная алгебра и осно-
вы математического анализа / под ред. А. В. Ефимова, Б. П. Демидовича. – 
М.: Наука, 1986. 

 
I. Комплексные числа. Основная теорема алгебры. Пред-

ставление дроби в виде суммы простейших рациональных 
дробей 

Определение и  изображение комплексных чисел 

Комплексным числом  z  называется выражение вида  x + iy, где  x и 

y – действительные числа, а  1i = − – мнимая единица; x называется дей-
ствительной, а y – мнимой частью комплексного числа z  и обозначаются 
соответственно Rez x=  и Im z y= . 

Действительные числа – частный случай комплексных чисел при  y = 0. 
Комплексное число  iy  называют чисто мнимым. Первым, кто работал с 
корнями из отрицательных чисел, был Дж. Кардано, он показал, как они 
гармонично входят в теорию алгебраических уравнений. Он был одним из 
тех математиков, которые получили способы решения алгебраических 
уравнений третьей и четвертой степени. 

В 1831 году К. Гаусс ввел название «комплексные числа», дал им 
геометрическую интерпретацию и, что самое главное, доказал основную 
теорему алгебры, утверждающую, что каждый многочлен имеет хотя бы 
один действительный или комплексный корень. 

Чисто арифметическая теория комплексных чисел, как пар действи-
тельных чисел, была построена У. Гамильтоном (1837). Ему же принадлежит 
важное пространственное обобщение комплексного числа – кватернионы. 

Комплексные числа  z = x + iy  и  z x iy= −   называют комплексно-

сопряженными. 
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К комплексным числам не применимы понятия «больше» и «мень-
ше». Представление комплексного числа в виде z = x + iy  называют алгеб-
раической формой комплексного числа. 

Геометрическое изображение комплексных чисел 

Комплексное число  z = x + iy  изображается на плоскости с декарто-
выми прямоугольными координатами точкой z, имеющей координаты (x, y), 
как показано на рис. 1. Соответствие между комплексными числами и точ-
ками комплексной плоскости взаимно однозначно. Действительные числа 
изображаются точками оси абсцисс, а мнимые – точками оси ординат, по-
этому ось абсцисс называют действительной осью, а ось ординат – мнимой 

осью. Точки z x iy= +  и z x iy= − , изо-

бражающие комплексно-сопряженные 
числа, симметричны относительно дей-
ствительной оси Ox, а точки  z x iy= +   

и z x iy= − − , изображающие противо-

положные комплексные числа, симмет-
ричны относительно точки  O (начала 
координат). 

Иногда комплексное число изо-
бражают вектором на комплексной плоскости с началом в точке  O и кон-
цом в точке  z с координатами  (x, y). 

Модулем комплексного числа  z = x + iy  называют длину вектора, 
изображающего данное комплексное число, и обозначают  z   или  r:  

2 2r x y= + . 

Аргументом комплексного числа  z = x + iy  называют величину уг-

ла ϕ, образованного вектором Oz  и положительным направлением оси Оx. 
Аргумент комплексного числа  z обозначают  Arg z = ϕ , при  0z ≠   

аргумент ϕ  имеет бесконечное множество значений, отличающихся друг 
от друга на число, кратное 2π. Аргумент не определен лишь для числа 0, 
модуль которого равен нулю. Среди значений аргумента комплексного 
числа  0z ≠   существует одно и только одно значение, заключенное между 
– π и π, включая последнее значение. Его называют главным значением ар-
гумента и обозначают argz . 

Итак Arg arg 2   ( 0;  1;  2...)z z n nϕ = = + π = ± ± ,   где argz−π < ≤ π . 

y 

y z 

r 

ϕ 

О x x 

Рис. 1 
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Тригонометрическая форма комплексного числа 

Пусть задано комплексное число  z = x + iy . Из определения модуля 
и аргумента данного числа  z  имеем  cos ;   sinx r y r= ⋅ ϕ = ⋅ ϕ ; 

2 2 2 2
cos ; sin ; ,

x y y
tg

xx y x y
ϕ = ϕ = ϕ =

+ +
 

а, следовательно,  
(cos sin )z r i= ⋅ ϕ + ϕ . 

Представление комплексного числа z  в виде  (cos sin )z r i= ⋅ ϕ + ϕ  

называют тригонометрической формой этого числа. 

Операции над комплексными  числами,  
заданными в алгебраической форме 

Суммой двух комплексных чисел 1 1 1z x iy= +  и 2 2 2z x iy= + , задан-

ных в алгебраической форме, называют комплексное число  

3 1 2 1 2)( ) (z x x i y y= + + + . 

С геометрической точки зрения 
сумма двух комплексных чисел 

1 1 1z x iy= +   и  2 2 2z x iy= +   есть вектор  

3 1 2Oz Oz Oz= +  (рис. 2). 

Произведение двух комплексных чисел 

1 1 1z x y i= +   и  2 2 2z x y i= +   есть ком-
плексное число z, которое находится по 
правилу умножения многочленов с учетом условия  2 1i = − . 

Из определения имеем 
2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )z z z x y i x y i x x x y i y x i y y i= ⋅ = + ⋅ + = + + + =  

1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )x x y y x y x y i= − + + , 

т. е. 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )z x x y y x y x y i= − + + . 

В частности, если z x iy= + , то 

( )( ) 2 2 2 2 2zz x yi x yi x i y x y= + − = − = +  – действительное число. 

Частным от деления комплексного числа 1 1 1z x y i= +  на ком-

плексное число 2 2 2 0z x y i= + ≠  называется комплексное число  

3 3 3z x y i= +   такое, что  1 2 3z z z= ⋅ ,  т. е.  

1 1 2 2 3 3( ) ( )x y i x y i x y i+ = + ⋅ +  

x 

y 

z3 

О 

z2 

z1 
3Oz

����

 

Рис. 2 
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или  

1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

z x x y y x y x y
i

z x y x y

+ −= +
+ +

. 

Правило деления комплексных чисел: 

1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

z x y i x y i x y i x x y y x y x y i

z x y i x y i x y i x y

+ + ⋅ − + + −= = = =
+ + ⋅ − +

 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

.
x x y y x y x y

i
x y x y

+ −= +
+ +

 

Операции над комплексными  числами,  
заданными в тригонометрической форме 

Все алгебраические действия с комплексными числами, заданными в 
тригонометрической форме, совершаются по тем же правилам, что и с 
комплексными числами, заданными в алгебраической форме. Складывать 
и вычитать комплексные числа проще и удобнее, когда они заданы в ал-
гебраической форме, а умножать и делить – в тригонометрической форме. 

При умножении любого конечного числа комплексных чисел их мо-
дули перемножаются, а аргументы складываются. 

Пусть  1 1 1 1(cos sin )z r i= ϕ + ϕ   и   2 2 2 2(cos sin )z r i= ϕ + ϕ , тогда   

1 2 1 2 1 1 2 2

2
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

(cos sin )(cos sin )

(cos cos sin cos sin cos sin sin )

((cos cos sin sin ) (sin cos sin cos ))

(cos( ) sin( )).

z z r r i i

r r i i i

r r i

r r i

⋅ = ⋅ ϕ + ϕ ϕ + ϕ =

= ϕ ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ =
= ϕ ϕ − ϕ ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ =

= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ

 

При делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы 

вычитаются, т. е.  1 1
1 2 1 2

2 2

(cos( ) sin( ))
z r

i
z r

= ϕ − ϕ + ϕ − ϕ . 

Возведение в n-ную степень комплексного числа в тригонометри-
ческой форме. 

Пусть комплексное число  0z ≠   представлено в тригонометриче-
ской  форме  (cos sin )z r i= ϕ + ϕ . 

Тогда для любого  n Z∈   имеем 

(cos sin )n nz r n i n= ϕ + ϕ . 

Последнюю формулу называют формулой Муавра. В частном случае 
при 1r = , из этой формулы получаем 

(cos sin ) cos sinni n i nϕ + ϕ = ϕ + ϕ . 
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Извлечение корня  n-ной степени из комплексного числа. 
Корнем n-ной степени из комплексного числа z  называется ком-

плексное число  w, такое что  nw z= . 

Обозначается корень n-ной степени из комплексного числа z через n z . 
Имеет место формула 

2 2
(cos sin ) cos sinnn k k

r i r i
n n

ϕ + π ϕ + π ϕ + ϕ = + 
 

, 

где 0,1,..., 1k n= − . 
Корень n-ной степени из единицы определяется по формуле 

2 2
1 cos sin ,    0,  1n k k

i k n
n n

π π= + = − . 

На комплексной плоскости корни n-ной степени из единицы изобра-
жаются точками, расположенными в вершинах правильного n-угольника, 
вписанного в окружность радиуса  r = 1  с центром в начале координат. 

Одной из таких точек будет точка, изображающая число 1. Осталь-
ные точки, соответствующие оставшимся корням  n-ной степени из едини-
цы, можно определить, изобразив правильный n-угольник, вписанный в 
окружность радиуса  r = 1, и отметив его вершины. 

В общем случае, на комплексной плоскости корни n-ной степени из 
комплексного числа z изображаются точками, расположенными в верши-

нах правильного n-угольника, вписанного в окружность радиуса  r = n z    

с центром в начале координат. Продемонстрируем вышесказанное сле-
дующим примером: решим уравнение 

6 64 0z + = . 
Решение. 

Заданное уравнение преобразуем к следующему виду: 6 64z = − . 

Представим число −64 в тригонометрической форме 

( )64 64 cos sini− = π + π . 

Используя формулу 
2 2

(cos sin ) cos sinnn k k
r i r i

n n

ϕ + π ϕ + π ϕ + ϕ = + 
 

, 

получим 

6 6 2 2
64 64 cos sin , 0,1,2,..,5.

6 6

k k
z k

π + π π + π = − = + = 
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Замечая, что 6 64 2= , и придавая k указанные значения, находим 
шесть корней уравнения: 

0 2 cos sin 3
6 6

z i i
π π = + = + 

 
,  2

5 5
2 cos sin 3

6 6
z i i

π π = + = − + 
 

,  

1 2 cos sin 2
2 2

z i i
π π = + = 

 
,   3

7 7
2 cos sin 3

6 6
z i i

π π = + = − − 
 

, 

4
3 3

2 cos sin 2
2 2

z i i
π π = + = − 

 
, 

5
11 11

2 cos sin 3
6 6

z i i
π π = + = − 

 
. 

Эти корни уравнения можно изо-
бразить вершинами правильного шес-
тиугольника, вписанного в окружность 

радиуса R = 6 64 2= , (рис. 3). 
Полученные корни можно изо-

бразить и другим способом: изобража-
ется число 0z , а затем, разбивая окруж-

ность на шесть равных частей, опреде-
ляются остальные пять корней. 

Показательная форма комплексного числа 

Для получения комплексного числа в показательной форме восполь-
зуемся формулой Эйлера, устанавливающей связь между показательной и 
тригонометрической функциями: 

cos sinie iϕ = ϕ + ϕ . 

Показательной формой комплексного числа  z x iy= +   называют 

выражение вида     iz r eϕ= ⋅ , 
где r z= , а  ϕ  – аргумент комплексного числа  z. 

Функция ieϕ  обладает свойствами показательной функции с дейст-
вительным показателем, поэтому формулы умножения, деления, возведе-
ния в натуральную степень для комплексных чисел в показательной форме 
имеют простой вид. 

Если  1 2
1 1 2 2,   zi iz r e r eϕ ϕ= ⋅ = ⋅ , то  1 2( )

1 2 1 2
iz z r r e ϕ +ϕ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Если  2 0z ≠ ,   то  
1

1 2
2

( )1 1 1

2 22

i
i

i

z r e r
e

z rr e

ϕ
ϕ −ϕ

ϕ
⋅

= = ⋅
⋅

. 

Рис. 3 
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Если  i,   z r en N ϕ∈ = ⋅ ,  то  ( )n i n n inz r e r eϕ ϕ= ⋅ = ⋅ . 

и 
2

,   0,  1
k

in i n n
kz r e r e k n

ϕ+ π⋅ϕ= ⋅ = ⋅ = − .  

 

Основные  задачи  на комплексные  числа 
 

Пример 1. Найдите сумму, разность, произведение и частное чисел  

1 4 5z i= +   и  2 2 6z i= − . 

Решение.  

1 2 (4 5 ) (2 6 ) 6z z i i i+ = + + − = − ; 1 2 (4 5 ) (2 6 ) 2 11z z i i i− = + − − = + ; 

1 2 (4 5 )(2 6 ) 38 14z z i i i⋅ = + − = − ;

 1

2

4 5 (4 5 )(2 6 ) 11 17

2 6 (2 6 )(2 6 ) 20 20

z i i i
i

z i i i

+ + += = = − +
− − +

. 

Пример 2. Определить действительную и мнимую часть числа: 

2.1) 5 11z i= − + ;     2.3)  
1 6

3

i
z

i

+=
+

; 

2.2)  (7 2 )(1 3 )z i i= + − ;    2.4) 1z− , если   z 2 7i= − .   

Решение.   2.1)  Re 5 ,   Imz 11z = − = ; 

2.2) так как  2(7 2 )(1 3 ) 7 21 2 6z i i i i i= + − = − + − =  

( ) ( )7 6 2 21 13 19i i= + + − = − ,  то  Re 13 ,   Imz 19z = = − ; 

2.3) так как  
2

2

1 6 (1 6 )(3 ) 3 17 6

3 (3 )(3 ) 9

i i i i i
z

i i i i

+ + − + −= = = =
+ + − −

, 

9 17 9 17

10 10 10

i
i

+= = + ,  то 
9 17

Re  ,   Imz
10 10

z = = ; 

2.4) в силу того, что  
( )

( )( )
1 2 71 1

2 7 2 7 2 7

i
z

z i i i
− +

= = = =
− − +

 

2

2 7 2 7 2 7

53 53 534 49

i i
i

i

+ += = +
−

,  тогда  
2 7

Re  ,  Imz
53 53

z = = . 

Пример 3.  Вычислить  2z , если  5 2z i= − + . 
Решение.  

2 2 2 2( 5 2 ) ( 5) 2( 5) (2 ) (2 ) 25 20 4 21 20i i i i i i− + = − + − ⋅ + = − + = − . 

Пример 4.  Вычислить  2 2 2 2i+ . 
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Решение.  Запишем число 2 2 2 2i+  в тригонометрической форме 

2 2 2 2 4(cos sin )
4 4

i i
π π+ = + . 

Отсюда имеем  

2 2
4 44 cos sin 2 cos sin

4 4 2 2

k k
i i

π π + π + π π π + = +  
   

 

, где 0,1k = . 

Тогда при  k = 0  получим 0 2 cos sin
8 8

z i
π π = + 

 
, при  k = 1  получим  

1
9 9

2 cos sin
8 8

z i
π π = + 

 
. 

Пример 5. Вычислить  4 16− . 

Решение. Так как  16 16(cos sin )i− = π + π , то   

4 4 2 2
16 16 cos sin ,  0,3

6 6

k k
i k

π + π π + π − = + = 
 

. 

Полагая последовательно  k = 0, 1, 2, 3 и учитывая, что  416 2= , по-
лучим четыре значения корня 4-й степени из числа  – 16, которые распола-

гаются в вершинах квадрата, вписанного в окружность радиуса 6 64 2R= = : 

0 1 2 32 2 ;    z 2 2 ;  z 2 2 ;  z 2 2z i i i i= + = − + = − − = − . 

Пример 6. Решить уравнение: 

6.1) 2 3 10 0;x x− + =     6.3) 4 25 6 0;x x− − =  

6.2) 3 24 6 4 0;x x x− + − =    6.4) 4 37 0x − = . 

Решение. 6.1) Используя формулу решения квадратного уравнения, 
получим 

1,2
3 31 3 31 3 31

2 2 2 2

i
x i

± − ±= = = ± . 

6.2) Заданное уравнение кубическое, поэтому оно имеет по крайней 
мере один действительный корень. И в первую очередь рассмотрим дели-
тели свободного члена (т. к. целые корни многочлена с целыми коэффици-

ентами являются делителями свободного члена). Среди делителей ± 1, ± 2, 

± 4 методом подбора устанавливаем, что число  x = 2  – корень данного 
уравнения. Разделим многочлен x3 – 4x2 + 6x – 4 на многочлен (x – 2): 
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_x3 – 4x2 + 6x – 4       x – 2 
  x3 – 2x2          x2 – 2x + 2 
 _– 2x2 + 6x – 4 
   – 2x2 + 4x 
    _2x – 4 
                        2x – 4 
                                0 

Значит, имеет место равенство:   
3 2 24 6 4 ( 2)( 2 2)x x x x x x− + − = − − + . 

Тогда корни исходного уравнения:   1 2,3
2 2

2,    1
2

i
x x i

±= = = ± . 

6.3) Заменой 2y x=  приводим исходное уравнение к виду 
2 5 6 0y y− − = . Корнями полученного квадратного уравнения будут 

1 21;   6y y= − = . Отсюда корнями исходного уравнения будут числа 

1 2 3 46;        6;        ;       x x x i x i= = − = = − . 

6.4) Первый способ. Аргумент действительного числа равен нулю, 
поэтому  arg37 0;   37 37= = . Исходное уравнение запишем в виде 

4 37x = . Откуда  4 237 ,   0,3
k i

kx e k
π

= ⋅ = . 

Таким образом, данное уравнение имеет четыре корня: 
3

4 4 4 4 4 4 42 2
0 1 2 337;    37 37 ;   37 37  ;    37 37 .

i i
ix x e i x e x e i

π π
π= = = = = − = = −  

Второй способ. Левую часть заданного уравнения разложим на мно-

жители: ( )( )2 24 437 37 0x x− + = . 

Отсюда получим два квадратичных уравнения: 

( ) ( )2 24 437 0, 37 0x x− = + = . 

Из первого уравнения будем иметь  4 4
0 137;  37   x x= = − , а из вто-

рого будем иметь    4 4
2 337 ;      37 .x i x i= = −  

З амечание . В общем случае решение алгебраического уравнения 
степени  n > 2  с комплексными коэффициентами 

1
1 1 0... 0,     0,   n n

n n na x a x a x a a n N−
−+ + + + = ≠ ∈  

является очень сложной задачей. Но вопрос о существовании корней этого 
уравнения решает основная теорема алгебры. 
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ТЕОРЕМА. Каждое алгебраическое уравнение в множестве 
комплексных чисел имеет хотя бы один корень. 

Опираясь на данную теорему, доказано, что левую часть уравнения  
1

1 1 0... 0,     0,   n n
n n na x a x a x a a n N−

−+ + + + = ≠ ∈   можно представить в ви-

де произведения  1 2
1 2( ) ( ) ...( ) kmm m

n ka x x x x x x− − − , 

где х1, х2,…, хk,  – корни уравнения;  m1, m2,…, mk ∈ N и m1 + m2 + … + mk = n. 
В этом случае говорят, что число х1 является корнем кратности  m1,  

х2 – корнем кратности  m2  и т. д. Тогда имеет место следующая теорема 
(корень уравнения будем считать столько раз, какова его кратность): 

ТЕОРЕМА. Каждое алгебраическое уравнение степени n  имеет 
в множестве комплексных чисел ровно  n корней. 

Напомним, что функция называется рациональной, если она не со-
держит действия извлечения корня (возведения в дробную степень). Такую 
функцию принято обозначать  R(x) – символ рациональной зависимости. 
Различают целую рациональную функцию – многочлен и дробно-
рациональную функцию – отношение двух многочленов, т. е. 

( ) ( )
( )

1
0 1

1
0 1

m m
m m

n n
n n

Q x b x b x b
R x

P x a x a x a

−

−
+ + +

= =
+ + +

…

…

. 

Если m n< , то дробь называется правильной, в противном случае − 
неправильной. Неправильную дробь всегда можно представить в виде 
суммы целой части (многочлена) и правильной дроби. Это можно сделать 
посредством деления числителя на знаменатель столбиком. 

Пример 1. Неправильную дробь 
3 2

2

2

3

x x

x

+
−

 (в числителе многочлен 

третьей степени, в знаменателе – второй) представить в виде суммы целой 
части и правильной дроби. 

 
  x3 + 2x2        x2 – 3 
  x3 – 3x           x + 2 
          2x2 + 3x 
 2x2 – 6 
  3x + 6 

В результате получим  
3 2

2 2

2 3 6
2

3 3

x x x
x

x x

+ += + +
− −

. 
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Здесь целая часть – (x + 2), правильная дробь − 
2

3 6

3

x

x

+
−

. 

Существует общий метод разложения правильной рациональной 
дроби на сумму простейших дробей. 

К ним относятся правильные рациональные дроби вида: 

(I) ( )
A

x a−
; 

(II) 
( )

( ),  2,  
k

A
k k

x a
≥ ∈ Ν

−
; 

(III) ( )2
2

,  4 0
Mx N

D p q
x px q

+ = − <
+ +

; 

(IV) 

( )
( )2

2
,  2,  4 0

k

Mx N
k D p q

x px q

+ ≥ = − <
+ +

, 

где A, a, M, N, p, q – действительные числа. 
Каждая правильная дробь может быть представлена в виде суммы 

простейших дробей указанных четырех типов. Для разложения правильной 

рациональной дроби 
( )
( )

Q x

P x
 на простейшие дроби, нужно: 

а) разложить знаменатель P(x) на линейные и квадратичные множи-
тели: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2... ...
n rm k

P x x a x b x px g x cx d= − ⋅ ⋅ − ⋅ + + ⋅ ⋅ + + ; 

б) написать схему разложения данной дроби на простейшие дроби в 
следующем виде: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2
2 2

m k
m k

Q x A BA A B B

P x x a x bx a x a x b x b
= + + + + + + + + +

− −− − − −
… … …  

( ) ( )
1 1 2 2

2 22 2

n n
n

M x NM x N M x N

x px g x px g x px g

++ ++ + + + + +
+ + + + + +

… …  

( ) ( )
1 1 2 2

2 22 2

r r
r

C x D C x D C x D

x cx d x cx d x cx d

+ + ++ + + +
+ + + + + +

… , 

где A1, …, B1, …, M1, …, N1, …, C1, …, D1, …, Dr − некоторые неизвест-
ные коэффициенты. 

В эту схему для каждого множителя в разложении знаменателя  P(x)  
вписывается столько простейших дробей, какова его кратность  (m, k, n, r). 
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Знаменателями простейших дробей являются все целые степени ка-
ждого множителя в разложении  P(x), начиная с первой степени и кончая 
той степенью, которую множитель имеет в разложении  P(x). 

Числителями простейших дробей служат либо постоянные A1, A2, … 
либо линейные функции 1 1M x N+ , … смотря по тому, является ли знаме-

натель дроби некоторой степенью линейной или квадратичной функции; 
в) правую часть разложения нужно привести к общему знаменателю 

и выполнить действие сложения; 
г) знаменатели левой и правой частей равенства равны, значит, 

должны быть тождественно равными и их числители; 
д) коэффициенты A1, A2, …, B1, B2, … находятся с помощью метода 

неопределенных коэффициентов или метода частных значений (иногда 
комбинируют оба метода). 

1. Провести краткий теоретический обзор по теме « Комплексные 
числа». Выделить три формы комплексного числа, обратить внимание на 
геометрическую интерпретацию комплексного числа. Решить следующий 
пример (преподаватель у доски): 

Даны числа 1 2
5

5 7 ,
2 2

z i z
i

= − =
−

. 

1) Записать числа в тригонометрической и показательной формах, 
изобразить их на плоскости.  

2) Вычислить: а) 1 24 7z z− ;   б) 1 2z z⋅ ;   в) 1

2

z

z
;   г) 1

1z
− ;   д) 3

2z . 

2. Студент у доски решает уравнения: а) 4 47z = ;   б) 31 i− . 
3. Преподаватель у доски показывает разложение рациональной дро-

би  
3

3 2

7 3 3

3 18

x x

x x x

+ +
− −

на простейшие рациональные дроби.  

4. Студент у доски раскладывает на простейшие рациональную 

дробь:  ( )( )2 2

3 5

2 7 2 1

x

x x x x

+
+ + − +

. 

 
Домашнее задание 

 

1. Подготовить теоретический материал по теме «Таблица интегра-
лов. Непосредственное интегрирование. Метод подведения под знак диф-
ференциала». 

2. Выполнить свой вариант из индивидуального домашнего задания. 
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Индивидуальные  домашние  задания 

Вариант 1 

1. Решить уравнение  22 5 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

5 7 ,
1

z i z
i

−= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить: а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение:  4 26.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 7

3 2 5

x

x x

+
+ −

;   б) 
3

3 2

5 4 3

4 3

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 2 

1. Решить уравнение  23 4 7 0.x x− + =  

2. Записать числа  1 2
2 2

5 7 ,
1

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить: а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 21.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 3

7 4

x

x x

+
+ −

;   б) 
3

3 2

7 5 6

5 6

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 3 

1. Решить уравнение  23 5 9 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

3 4 ,
1 2

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 16.z =  
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4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-
циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 3

3 1 9

x

x x

+
+ −

;   б) 
3

3 2

4 3 4

3 4

x x

x x x

− −
− −

. 

Вариант 4 

1. Решить уравнение  23 5 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

4 5 ,
3

z i z
i

−= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 9.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

5 8

3 2 5

x

x x

+
+ −

;     б) 
3

3 2

3 5 6

5 6

x x

x x x

− −
− −

. 

Вариант 6 

1. Решить уравнение  24 5 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

3 4 ,
3

z i z
i

−= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ; д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 30.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 7

2 3

x

x x

+
+ −

;     б) 
3

3 2

2 4 3

4 3

x x

x x x

− +
+ +

. 

Вариант 7 

1. Решить уравнение  24 5 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

4 5 ,
1

z i z
i

−= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  
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Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 22.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 1

7 2 3

x

x x

+
+ −

;     б) 
3

3 2

3 7 12

7 12

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 8 

1. Решить уравнение  23 5 9 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

3 5 ,
3 1

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости. 

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 28.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

7 2

3 4 2

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 8 7

8 7

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 9 

1. Решить уравнение  22 7 9 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

9 4 ,
3 1

z i z
i

= − =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 25.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 7

4 1 5

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 10 9

10 9

x x

x x x

− +
− +

. 
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Вариант 10 

1. Решить уравнение  23 5 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

4 5 ,
3

z i z
i

−= − =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 27.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 5

3 4 8

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 6 8

6 8

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 11 

1. Решить уравнение  22 5 5 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

3 7 ,
3

z i z
i

= − =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 24.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

4 5

5 2 5

x

x x

+
+ +

;    б) 
3

3 2

5 9 8

9 8

x x

x x x

+ +
+ +

. 

Вариант 12 

1. Решить уравнение  23 5 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

4 7 ,
3

z i z
i

−= + =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 31.z =  
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4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-
циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 2

5 1 4

x

x x

−
+ −

;    б) 
3

3 2

7 5 4

5 4

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 13 

1. Решить уравнение  26 5 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

3 7 ,
1

z i z
i

= − =
+

 в тригонометрической и по-

казательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 7.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 3

4 3 5

x

x x

+
+ +

;     б) 
3

3 2

5 7 12

7 12

x x

x x x

+ +
+ +

. 

Вариант 14 

1. Решить уравнение  28 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

6 8 ,
3

z i z
i

= + =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 21.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 1

5 8 5

x

x x

−
+ −

;    б) 
3

3 2

5 8 15

8 15

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 15 

1. Решить уравнение  23 4 9 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

2 7 ,
1

z i z
i

= + =
+

 в тригонометрической и по-

казательной формах, изобразить их на плоскости.  
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Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 19.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

5 2

4 9 1

x

x x

−
+ −

;    б) 
3

3 2

5 2 3

2 3

x x

x x x

− −
− −

. 

Вариант 16 

1. Решить уравнение: 28 2 7 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

7 9 ,
1 3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 29.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

5 7

6 7 3

x

x x

+
+ +

;    б) 
3

3 2

8 5 6

5 6

x x

x x x

+ +
+ +

. 

Вариант 17 

1. Решить уравнение  26 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

2 5 ,
3

z i z
i

= + =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 17.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

3 1 9

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 9 8

9 8

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 18 

1. Решить уравнение  24 3 5 0.x x− + =  
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2. Записать числа 1 2
4

3 8 ,
1 2

z i z
i

−= + =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 28.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 2

5 8 1

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

9 4 3

4 3

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 19 

1. Решить уравнение  25 2 3 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

7 4 ,
3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 7.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

4 7

2 1 7

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

6 7 6

7 6

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 20 

1. Решить уравнение  28 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

3 4 ,
1 3

z i z
i

= + =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 15.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 7

2 5

x

x x

−
+ +

;   б) 
3

3 2

5 9 14

9 14

x x

x x x

− +
− +

. 
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Вариант 21 

1. Решить уравнение  27 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
4

7 5 ,
3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 11.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

3 5 9

x

x x

−
− +

;    б)
3

3 2

2 9 14

9 14

x x

x x x

− +
− +

 

Вариант 22 

1. Решить уравнение  26 5 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

3 8 ,
3

z i z
i

= + =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 17.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

5 1

4 1 3

x

x x

+
+ +

;   б) 
3

3 2

2 8 15

8 15

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 22 

1. Решить уравнение  28 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
1

9 7 ,
3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 7.z =  
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4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-
циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

3 1 8

x

x x

+
+ +

;    б) 
3

3 2

4 7 10

7 10

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 23 

1. Решить уравнение  29 5 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

3 15 ,
1

z i z
i

−= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 19.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 7

7 1 2

x

x x

+
+ +

;    б) 
3

3 2

3 9 8

9 8

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 24 

1. Решить уравнение  27 3 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

2 7 ,
1

z i z
i

−= + =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 20.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

7 1 9

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 7 6

7 6

x x

x x x

+ +
− +

. 

Вариант 25 

1. Решить уравнение  25 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2 2

4 7 ,
1

z i z
i

= + =
+

 в тригонометрической и по-

казательной формах, изобразить их на плоскости.  



 67 

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 22.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 1

4 1 9

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 9 8

9 8

x x

x x x

− +
+ +

. 

Вариант 26 

1. Решить уравнение 27 3 1 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
2

4 5 ,
3

z i z
i

= + =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 37.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

5 7

6 1 1

x

x x

+
+ +

;    б) 
3

3 2

5 7 6

9 8

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 27 

1. Решить уравнение  26 7 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
3

2 5 ,
3

z i z
i

= − + =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 31.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

3 5 1

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 3 2

9 8

x x

x x x

− +
− +

. 
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Вариант 28 

1. Решить уравнение  26 2 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
5

5 8 ,
3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 8.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

8 7

7 1 4

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

5 9 8

7 6

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 29 

1. Решить уравнение  25 4 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
3

2 5 ,
3

z i z
i

= + =
+

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости.  

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 5.z =  
4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-

циональных дробей: 

а) ( )( )2

2 7

4 1 2

x

x x

+
+ −

;    б) 
3

3 2

4 9 8

5 6

x x

x x x

− +
− +

. 

Вариант 30 

1. Решить уравнение  25 8 0.x x− + =  

2. Записать числа 1 2
5

4 9 ,
3

z i z
i

= − =
−

 в тригонометрической и 

показательной формах, изобразить их на плоскости. 

Вычислить:  а) 1 25 3z z− ;  б) 1 2z z⋅ ;  в) 1

2

z

z
;  г) 1

1z
− ;  д) 3

2z . 

3. Решить уравнение  4 15.z =  
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4. Представить рациональную дробь в виде суммы простейших ра-
циональных дробей: 

а) ( )( )2

3 7

9 1 2

x

x x

−
+ −

;    б) 
3

3 2

4 4 3

5 6

x x

x x x

− +
− +

. 

 
II. Таблица интегралов. Непосредственное интегрирование. 

Метод подведения под знак дифференциала 
 
1. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного 

материала, графической схемы. 
Делаем акцент на то, что основной задачей дифференциального ис-

числения является отыскание производной данной функции или её диффе-
ренциала. Интегральное исчисление решает обратную задачу: по заданно-
му дифференциалу, а, следовательно, и производной функции, требуется 
найти эту функцию. 

Студенты у доски решают следующие примеры: 

Пример 1. Запишите соотношение, соответствующее определению 
первообразной. 

Пример 2. Из каждой пары функций выпишите ту, которая является 
первообразной для другой и обозначьте её через F(x). 

2.1)  21

2
xe  и 2xe ; 

2.2)  cos3x  и 3sin3x− ; 

2.3)  
2

3

1 9x+
 и arctg3x .

Обращаем внимание, что если функция F(x) – первообразная для f(x), 
то её дифференциал равен  ( )( ) '( ) ( )d F x F x dx f x dx= = . 

Пример 3. Вместо точек поставьте нужную функцию  F(x) 

( )( ) ( )f x dx d F x=  

3.1) 2xdx = d… 

3.2) ...
dx

d
x

=  
3.3) 

2
...

cos

dx
d

x
=  

3.4) sin5 ...xdx d=  
 

Пример 4. Найдите: 
4.1) d(sinx); 
4.2) d(cosx); 
4.3) d(lnx); 
4.4) d(x + b); 

4.5) d(kx); 
4.6) d(kx + b); 
4.7) d(arccosx); 
4.8) d(arctg х); 

4.9) d(x2); 
4.10) d(x2 + b) 
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В интегральном исчислении довольно часто используют ниже пере-
численные соотношения, записанные в виде: 

1. cosxdx = d(sinx + b); 

2. 
dx

x
 = d(lnx + b); 

3. dx = d(x + b); 

4. dx = 
1

k
d(kx + b); 

5. 
21

dx

x+
= d(arctgx + b) = 

     = −d(аrcctgx + b); 

6. 
2

1dx
d

xx

 = −  
 

; 

7. xdx = 
1

2
(x2 + b); 

8. 
2

1

1
dx

x−
= 

= d(arcsinx+ b) =−d(arccosx + b); 

9. ( )2
dx

d x
x

= ; 

10. ( )2
tg

cos

dx
d x

x
= ; 

11. ( )2
ctg

sin

dx
d x

x
= −   и т. п. 

 

Пример 5. Задача о нахождении первообразной для заданной функ-
ции  3x2.  Имеем: 

а) одно решение; 
б) бесконечно много решений; 
в) несколько решений. 
Выберите правильный ответ, объясните его. 
Делаем выводы, что  
1) любые две первообразные  F1(x)  и  F2(x)  для функции  f(x)  отли-

чаются на постоянную  С; 
2) F(x) + С выражает всю совокупность первообразных для  f(x). 
Согласно определению неопределенного интеграла можно записать 

( ) ( )f x dx F x C= +∫ ,   где ( ( ) ) ( )d F x C f x dx+ =  

или  ( ( ) ) ' ( )F x C f x+ = ,   где С = const. 
 

Пример 6. Проверьте дифференцированием правильность решения 
примеров: 

6.1)  dx x C= +∫ ;    6.3)  
2

arcsin
1

dx
x C

x
= +

−
∫ ; 

6.2) ln
dx

x C
x

= +∫ ;   6.4)  3 31

3
x xe dx e C= +∫ . 

Делаем вывод, что результаты интегрирования всегда можно прове-
рить дифференцированием. Взяв производную от ответа, мы должны по-
лучить подынтегральную функцию. 
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Свойст ва  неопределённо го  интеграла  
 

1. ( )( ) ( ) ;d f x dx f x dx=∫  

2. ( )/
( ) ( );f x dx f x=∫  

3. ( ) ( ) ;dF x F x C= +∫  

4. [ ]1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .f x f x dx f x dx f x dx± = ±∫ ∫ ∫   

5. Если / ( ) ( )F x f x= , то ( ) ( ) ;f u du F u C= +∫  где ( )u x= ϕ  − произ-

вольная функция, имеющая непрерывную производную. 
Вывод. Формула для неопределенного интеграла остается справед-

ливой независимо от того, является ли переменная интегрирования незави-
симой переменной или непрерывно-дифференцируемой функцией от нее. 

Например, по определению неопределенного интеграла имеем 

ln
dx

x C
x

= +∫ . 

Тогда, используя свойство 5, можно найти множество первообразных 
и для некоторых других интегралов: 

а) 
cos

ln cos
cos

d x
x C

x
= +∫ ;   

б) 
arccos

ln arccos
arccos

d x
x C

x
= +∫  и т. д. 

 

Таблица  неопределенных  инте грало в  
 

Таблицу интегралов запоминать целесообразно в соответствии с 
классом функции. Интегрирование, как и всякая обратная операция, вы-
полняется сложнее дифференцирования. Здесь нет простых и универсаль-
ных путей. Отметим, что из алгебраических свойств используются только 
свойства линейности. Для интегрирования произведений и частных при-
дется проявлять изобретательность, творчество, специальные методы для 
того, чтобы свести искомый интеграл к табличным. Результативность этих 
действий напрямую зависит от степени свободного владения таблицей ин-
тегралов основных функций. Степень этой свободы будет достаточно вы-
сокой, если не просто узнавать табличные интегралы, а писать их по па-
мяти, в соответствии с определенным классом.  

 

1. 0 dx C⋅ =∫ ; 
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2. 
1

,
1

p
p u

u du C
p

+
= +

+∫   где 1p ≠ − ; 

3. 
2

2

u
udu C= +∫ ; 

4. 
2

1du
C

uu
= − +∫ ; 

5. 2
du

u C
u

= +∫ ; 

 

6. ln
du

u C
u

= +∫ ; 

 

7. sin cosudu u C= − +∫ ; 

8. cos sinudu u C= +∫ ; 

9. ln tg
sin 2

du u
C

u
= +∫ ; 

10. ln tg( )
cos 4 2

du u
C

u

π= + +∫ ; 

11. 
2

ctg
sin

du
u C

u
= − +∫ ; 

12. 
2

tg
cos

du
u C

u
= +∫ ; 

13. tg ln cosudu u C= − +∫ ; 

14. ctg ln sinudu u C= +∫ ;

 

15. 
ln

u
u a

a du C
a

= +∫ ; 

16. u ue du e C= +∫ ; 
 

17. 
2 2

arcsin
du u

C
aa u

= +
−

∫ ; 

18. 2 2

2 2
ln

du
u u a C

u a
= + ± +

±
∫ ; 

19. 
2 2

1
arctg

du u
C

a au a
= +

+∫ ; 

20. 
2 2

1
ln

2

du u a
C

a u au a

−= +
+−∫ ; 

21. 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2

u a u
a u du a u C

a
− = − + +∫  ; 

22. 
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

u a
u a du u a u u a C± = ± ± + ± +∫ ; 

 

Степенные 

Тригоно-
метриче-

ские 

Показательные 

Содержащие 

,  2 2u a  
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23. sh chudu u C= +∫ ; 

24. ch shudu u C= +∫ ; 

25. 
2

cth
sh

du
u C

u
= − +∫ ; 

26. 
2

th
ch

du
u C

u
= +∫ . 

 

Для нахождения интеграла надо, пользуясь тем или иным методом 
или приемом, свести его к одному или нескольким табличным интегралам 
и, таким образом, найти искомый результат. 

Различают 3 метода интегрирования: 
1) непосредственное интегрирование; 
2) интегрирование по частям; 
3) метод подстановки. 

 

Непо ср е дст венно е  интегрирование  

Непосредственное интегрирование базируется на применении 
свойств неопределенного интеграла и таблицы интегралов. 

В простейшем случае, когда заданный интеграл представляет одну из 
табличных формул интегрирования, задача интегрирования сводится к 
простому применению этой формулы. 

 

Преподаватель у доски решает со всей студенческой аудиторией: 

Обучающий пример  1. Найти  
3

dx

x
∫ . 

Решение. Пользуясь формулой  
1

,
1

p
p u

u du C
p

+
= +

+∫   где 1p ≠ − ,  

3 1
13 2 2

2
33
2

2
3 1

1
2 2

dx dx x x
x dx C C C

xx
x

− + −
−

= = = + = + = − +
− + −

∫ ∫ ∫ . 

Обучающий пример  2. Найти  3 5x xdx⋅∫ . 

Решение. Пользуясь формулой 
ln

u
u a

a du C
a

= +∫ , получим  

( ) 15
3 5 3 5 15

ln15

x
xx x xdx dx dx C⋅ = ⋅ = = +∫ ∫ ∫ . 

Гиперболические 
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Обучающий пример  3. Найти 
25

dx

x−
∫ . 

Решение. Подставляя  5a =   в табличный интеграл  

2 2
arcsin

du u
C

aa u
= +

−
∫ , получим 

( )2 2 2

arcsin
55 5

dx dx x
C

x x

= = +
− −

∫ ∫ . 

Обучающий пример  4. Найти  
25 4

dx

x−
∫ . 

Решение. Поскольку  2 2 25 5
5 4 4 2

4 4
x x x − = − = − 

 
, то 

2 22
2

1 1 1 2
arcsin arcsin

2 2 25 5 55 4 52
4 4

4

dx dx dx x x
C C

x x
x

= = = + = +
−  − − 

 

∫ ∫ ∫ . 

Обучающий пример  5. Используя таблицу и основные свойства 

неопределенного интеграла, найти 
2 3 5x x

dx
x

− +
∫ . 

Решение. Почленно поделим числитель дроби на знаменатель: 
3 1 12
2 2 23 5

3 5
x x

x x x
x

−− + = − + .  Отсюда 

3 1 1 3 1 12
2 2 2 2 2 23 5

3 5 3 5
x x

dx x x x dx x dx x dx x dx
x

− − − +
 = − + = − + =
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3 1 1
1 1 1 5 3 12 2 2

2 2 22
3 5 2 10

3 1 1 51 1 1
2 2 2

x x x
C x x x C

+ + − +

= − ⋅ + ⋅ + = − + +
+ + − +

. 

 

2. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а)  
5

dx

x
∫ . Ответ:    5 45

4
x C+ . 



 75 

б)  
23 9

dx

x +∫ . Ответ:    
1

arctg
3 3 3

x
C+ . 

в)  
2

2

7 1

1

x
dx

x

− +

+
∫ . Ответ:   27ln 1x x x C+ + − + . 

г)  
3

2
3 5 7x dx

x

 ⋅ − + 
 
∫ . Ответ:   3 25

3 3 7
ln5

x

x x C⋅ − + + . 

 

Вариант 2 

а)  2x xe dx⋅∫ . Ответ:   
( )2

ln 2 1

x
e

C+
+

. 

б)  
24 3

dx

x+
∫ . Ответ:   21 4

ln
33

x x C+ + + . 

в)  
2

2

1 1

1

x
dx

x

− −

−
∫ . Ответ:   arcsinx x C− + . 

г)   
4 2

3

6x x x
dx

x

+ −
∫ . Ответ:   

2 6
ln

2

x
x C

x
+ + + . 

 

Вариант 3 

а)  
5 2

dx

x
∫ .  Ответ:   5 33

5
x C+ . 

б)  
25 9

dx

x−
∫ . Ответ:    

1 3
arcsin

3 5

x
. 

в)  
2

2

2 2

2

x
dx

x

− +

+
∫ . Ответ:    22ln 2x x x C+ + − + . 

г)  ( )2 1x x dx+∫ .  Ответ:    32 2

7 3
x x x x C+ + . 

 

Вариант 4 

а)  
7 5

dx

x
∫ . Ответ:    7 27

2
x C+ . 

б)  
2 9

dx

x +∫ . Ответ:    
1

arctg
3 3

x
C+ .  

в)  
2

2

3 2

2

x
dx

x

+ −

−
∫ . Ответ:    3arcsin

2

x
x C+ + .  
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г)  
( )23 2x

dx
x

+
∫ . Ответ:  6 32 8

8
13 7

x x x x x C⋅ + ⋅ + + . 

 

Вариант 5 

а)  
5 3

dx

x
∫ . Ответ:    5 25

2
x C+ . 

б)  
24 1

dx

x +∫ . Ответ:    
1

arctg2
2

x C+ . 

в)  
2

2

4 3

3

x
dx

x

+ +

+
∫ . Ответ:    24ln 3x x x C+ + + + . 

г)  
2

11
4sin 8

cos
x x dx

x

 + − 
 
∫ . Ответ: 316

4cos 11tg
3

x x x C− + − + . 

 

Вариант 6 

а)  
6

dx

x
∫ . Ответ:    

5

1

5
C

x
− + . 

б)  
2 25

dx

x −∫ . Ответ:    
1 5

ln
10 5

x
C

x

− +
+

. 

в)  
2

2

5 4

4

x
dx

x

− −

−
∫ . Ответ:   5arcsin

2

x
x C− + . 

г)  1
2

10
4cos

sin
x x dx

x
− + + 

 
∫ . Ответ:   4sin ln 10ctgx x x C+ − + . 

 

Вариант 7 

а)  
2 3

dx

x x⋅∫ . Ответ:    
3 4

3

4
C

x
− + . 

б)  
29 16

dx

x −∫ . Ответ:   

4
1 3ln

424
3

x
C

x

−
+

+
.  

в)  
2

2

3 5

5

x
dx

x

− −

−
∫ . Ответ:   3arcsin

5

x
x C− + . 

г)  
34 2

4

3 2x x
dx

x

− +
∫ . Ответ:   4 4 123 19 178 12

4
19 17

x x x C− + + . 
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Вариант 8 

а)  
dx

x x
∫ . Ответ:   

2
C

x
− + . 

б)  
24 25

dx

x +∫ . Ответ:   
1 2

arctg
10 5

x
C+ . 

в)  
2

2

6 4

4

x
dx

x

+ +

+
∫ . Ответ:  26ln 4x x x C+ + + + . 

г)  
3 3

4

x x
dx

x

−
∫ . Ответ:   4 129 134 12

9 13
x x C− + . 

 

Вариант 9 

а)  
4

dx

x x⋅∫ . Ответ:   
7

2

7
C

x
− + . 

б)  
225 49

dx

x +∫ . Ответ:   
1 5

arctg
35 7

x
C+ . 

в)  
2

2

7 2

2

x
dx

x

− +

+
∫ . Ответ:  27ln 2x x x C+ + − + . 

г)  
2

2
x dx

x
 + 
 
∫ . Ответ:   

3 4
4

3

x
x C

x
+ − + . 

 

Вариант 10 

а)  5x x dx⋅∫ . Ответ:   
11

55

11
x C+ . 

б)  
24 2

dx

x−
∫ . Ответ:    

1
arcsin

2 2

x
. 

в)  
2

2

5 9

9

x
dx

x

+ +

+
∫ . Ответ:   25ln 9x x x C+ + + + . 

г)  
8

7 4cosx x dx
x

 − + 
 
∫ . Ответ:  

7
8ln 4sin

ln7

x

x x C− + + . 

 

Вариант 11 

а)  
29

dx

x−∫ . Ответ:   
1 3

ln
6 3

x
C

x

+ +
−

. 
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б)  4x x dx⋅∫ . Ответ:   4 94

9
x C+ . 

в)  
2

2

8 4

4

x
dx

x

− −

−
∫ . Ответ:   8arcsin

2

x
x C− + . 

г)  3
2 4

3 2

cos
x dx

x x

 
− − 

 
∫ . Ответ: 3

3

3 2
3 tg

4 3
x x x C

x
− + + . 

 

Вариант 12 

а)  
5

dx

x x⋅∫ . Ответ:   
5

5
C

x
− + . 

б)  
24 25

dx

x −∫ . Ответ:   

5
1 2ln

520
2

x
C

x

−
+

+
. 

в)  
2

2

9 3

3

x
dx

x

+ +

+
∫ . Ответ:   29ln 3x x x C+ + + + . 

г)  
5 2

4

3 1x x
dx

x

− +
∫ . Ответ: 20 43 344 14 4

2
5 23 3

x x x x x C− ⋅ + + . 

 

Вариант 13 

а)  
3 3

dx

x x⋅∫ . Ответ:  
3 7

3

7
C

x
− + . 

б)  
2 7

dx

x +∫ . Ответ:  
1

arctg
7 7

x
C+ . 

в)  
2

2

9 9

9

x
dx

x

− −

−
∫ . Ответ:  9arcsin

3

x
x C− + . 

г)  ( )( )0,10,7 0,2 0,5
x

x dx− + ⋅∫ . Ответ:  0,97 1

9 2 5ln 2x
x C− +

⋅
. 

 

Вариант 14 

а)  
4 3

dx

x
∫ . Ответ:  44 x C+ . 

б)  
24 16

dx

x +∫ . Ответ:  
1

arctg
8 2

x
C+ . 



 79 

в)  
2

2

2 5

5

x
dx

x

+ +

+
∫ . Ответ:  22ln 5x x x C+ + + + . 

г)  
( )23 2x

dx
x

+
∫ . Ответ:  6 32 8

8
13 7

x x x x x C⋅ + ⋅ + + . 

 

Вариант 15 

а)  
7 4

dx

x
∫ . Ответ:  7 37

3
x C+ . 

б)  
22 18

dx

x −∫ . Ответ:  
1 3

ln
12 3

x
C

x

− +
+

. 

в)  
2

2

7 x
dx

x

− + π

+ π
∫ . Ответ:  27ln x x x C+ + π − + . 

г)  ( )( )2 1 4x x dx− +∫ . Ответ  3 32 4 2
4

7 3 3
x x x x x x C⋅ + − − + . 

 
Подве дение  под  зна к  дифференциала  

Особенно эффективным приемом интегрирования является операция 
«подведения под знак дифференциала», когда подынтегральное выражение 

( )f x dx приводится к виду  

( ) ( )f x dx g u du= , 

где u – функция от  х. 

Обучающий пример  6. Найти ( )
1

23 1 3 1x dx x dx+ = +∫ ∫ . 

Решение. Воспользоваться формулой 
1

,
1

p
p u

u du C
p

+
= +

+∫ 1p ≠ − , 

таблицы интегралов мы вправе тогда, когда под знаком интеграла вместо dx 
будет ( )3 1d x+ , т. к. переменной интегрирования должно быть основание 

степенной функции ( )1 2
3 1x + , т. е. 3 1u x= + , но при такой записи наруша-

ется знак равенства, ибо ( ) ( )3 1 3 1 3d x x dx dx′+ = + = . Чтобы сохранить 

знак равенства, мы должны подынтегральное выражение разделить на 3. 
Правда, тогда получается «лишний множитель» 1/3, но он, как постоян-
ный, может быть вынесен за знак интеграла. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 12
2 2

3 1 3 1 1
3 1 3 1 3 1 3 1

3 3

x d x
x dx x dx x d x

+ +
+ = + = = + + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
3

32
2

3 11 2
3 1

33 9
2

x
C x C

+
= ⋅ + = + + . 

Обучающий пример 7.  Найти  
21

xdx

x+∫ . 

Решение. Здесь нельзя применять табличную формулу 

2 2

1
arctg

du u
C

a au a
= +

+∫ , т. к. в этом случае в числителе множитель х  будет 

лишним, который, нельзя вынести за знак интеграла, как переменную ве-
личину. 

Сделаем замену:  ( )21
1

2
xdx d x= + , тогда  

( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2 2

1
1 11 12 ln 1

2 21 1 1

d x d xxdx
x C

x x x

+ +
= = = + +

+ + +∫ ∫ ∫ . 

Обучающий пример 8. Найти  tgxdx∫ . 

Решение. Заменим  
sin

tg
cos

x
x

x
= . 

( )cossin
tg ln cos

cos cos

d xx
xdx dx x C

x x
= = − = − +∫ ∫ ∫ . 

 

Заметим, что последние два из приведенных обучающих примеров 

являются частным случаем интегралов вида 
( )
( )

f x dx

f x

′
∫  (в числителе по-

дынтегральной дроби стоит производная знаменателя), решаемых с помо-
щью замены ( )t f x= . Поэтому  

( )
( ) ( )ln

f x dx
f x C

f x

′
= +∫ .    (*) 

Полезно запомнить словесное выражение формулы (*):  интеграл от 
дроби, числитель которой является дифференциалом знаменателя, равен 
логарифму абсолютной величины знаменателя. 
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3. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а)  ( )cos 2 1x dx−∫ . Ответ:  ( )1
sin 2 1

2
x C− + . 

б)  
8 1

dx

x −∫ . Ответ:  
1

ln 8 1
8

x C− + . 

в)  ( )10
9 2x dx+∫ . Ответ:  ( )111

9 2
99

x C+ + . 

г)  ( )2sin 1x x dx+∫ . Ответ:  ( )21
cos 1

2
x C− + + . 

д)  2 3 7x x dx−∫ . Ответ:  ( )
3

3 22
7

9
x C− + . 

 

Вариант 2 

а)  ( )sin 3 7x dx+∫ . Ответ:  ( )1
cos 3 7

3
x C− + + . 

б)  
25 7

xdx

x +∫ . Ответ:  21
ln 5 7

10
x C+ + . 

в)  ( )15
3 2x dx+∫ . Ответ:  ( )161

3 2
32

x C+ + . 

г)  ( )2 3cos 3 1x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )31
cos 3 1

9
x C− + + . 

д)  3 2 7x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )4233
7

8
x C+ + . 

 

Вариант 3 

а)  
2 13

dx

x +∫ . Ответ:  2 13x C+ + . 

б)  2 5x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )
3

2 21
5

3
x C+ + . 

в)  
5 3

dx

x +∫ . Ответ:  
1

ln 5 3
5

x C+ + . 

г)  ( )13
7 8x dx+∫ . Ответ:  ( )141

7 8
102

x C+ + . 

д)  5cos sinx xdx∫ . Ответ:  
6cos

6

x
C− + . 
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Вариант 4 

а)  ( )100
3 5x dx+∫ . Ответ:  ( )1011

3 5
303

x C+ + . 

б)  
3 2

dx

x+∫ . Ответ:  
1

ln 3 2
2

x C+ + . 

в)  ( )923 7x x dx+∫ . Ответ:  ( )1021
3 7

60
x C+ + . 

г)  
2 13

dx

x +∫ . Ответ:  2 13x C+ + . 

д)  
5

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ:  

4

1

4sin
C

x
− + . 

 

Вариант 5 

а)  ( )10
2 1x dx+∫ . Ответ:  ( )111

2 1
22

x C+ + . 

б)  
5 7

dx

x−∫ . Ответ:  
1

ln 5 7
7

x C− − + . 

в)  
8 9

dx

x +∫ . Ответ:  
1

8 9
4

x C+ + . 

г)  2 327x x dx−∫ . Ответ:  ( )332
27

9
x C− − + . 

д)  32 33 1x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )
4

3 31
3 1

12
x C+ + . 

 

Вариант 6 

а)  ( )cos 3 7x dx+∫ . Ответ:  ( )1
sin 3 7

3
x C+ + . 

б)  
7 3

dx

x −∫ .  Ответ:  
1

ln 7 3
7

x C− + . 

в)  
2

2

arctg

1

x
dx

x+∫ . Ответ:  31
arctg

3
x C+ . 

г)  
3 2xe x dx⋅∫ . Ответ:  

31

3
xe C+ . 

д)  5sin cosx xdx∫ . Ответ:  
6sin

6

x
C+ . 
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Вариант 7 

а)  5 7xe dx−
∫ . Ответ:  5 71

5
xe C− + . 

б)  
3

2

arcctg

1

x
dx

x+∫ .  Ответ:  
4arcctg

4
x

C− + . 

в)  
2

35 9

x dx

x +∫ . Ответ:  31
ln 5 9

15
x C+ + . 

г)  7cos sinx xdx⋅∫ . Ответ:  81
cos

8
x C− + . 

д)  
4ln x

dx
x∫ . Ответ:  

5ln

5

x
C+ . 

 

Вариант 8 

а)  
1 8

dx

x+∫ . Ответ: 
1

ln 1 8
8

x C+ + . 

б)  
2

2

arcsin

1

x
dx

x−
∫ . Ответ: 

3arcsin

3

x
C+ . 

в)  
3

44 9

x dx

x +∫ . Ответ: 41
ln 4 9

16
x C+ + . 

г)  2cos sinx xdx⋅∫ . Ответ:  31
cos

3
x C− + . 

д)  2sinx x dx⋅∫ . Ответ:  21
cos

2
x C− + . 

 

Вариант 9 

а)  ( )cos 3 10x dx+∫ . Ответ:  ( )1
sin 3 10

3
x C+ + . 

б)  
2

arccos

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  21

arccos
2

x C− + . 

в)  
3

45 3

x dx

x +∫ . Ответ:  41
ln 5 3

20
x C+ + . 

г)  1 3cos sinx xdx+ ⋅∫ . Ответ:  ( )
3

2
2

1 3cos
9

x C− + + . 

д)  
3 7 2xe x dx+ ⋅∫ . Ответ:  

3 71

3
xe C+ + . 
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Вариант 10 

а)  ( )cos 5 2x dx−∫ . Ответ:  ( )1
sin 5 2

2
x C− − + . 

б)  
4 5 3xe x dx+ ⋅∫ . Ответ:  

4 51
4

xe C+ + . 

в)  cos 2 sin 2xe xdx∫ . Ответ:  cos 21
2

xe C− + . 

г)  
25 7

xdx

x +∫ . Ответ:  21
ln 5 7

10
x C+ + . 

д)  2125 5x x dx−∫ . Ответ:  ( )
3

2 21
125 5

15
x C− − + . 

 

Вариант 11 

а)  3 11xe dx+
∫ . Ответ:  3 111

3
xe C+ + . 

б)  ( )cos 2 9x dx+∫ . Ответ:  ( )1
sin 2 9

2
x C+ + . 

в)  
3

45 7

x dx

x +∫ . Ответ:  41
ln 5 3

20
x C+ + . 

г)  
2

arctg

1

x
dx

x+∫ . Ответ:  ( )
3

2
2

arctg
3

x C+ . 

д)  ( )1425 7x x dx+∫ . Ответ:  ( )1521
5 7

150
x C+ + . 

 

Вариант 12 

а)  ( )sin 7 9x dx+∫ . Ответ:  ( )1
cos 7 9

7
x C− + + . 

б)  
2sin sin 2xe xdx∫ . Ответ:  

2sin xe C+ . 

в)  
2

arcsin

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  ( )

3

2
2

arcsin
3

x C+ . 

г)  
3

44 5

x dx

x −∫ . Ответ:  41
ln 4 5

16
x C− + . 

д)  ( )52 37 2x x dx+∫ . Ответ:  ( )631
7 2

126
x C+ + . 
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Вариант 13 

а)  
9 3

dx

x +∫ . Ответ:  
1

ln 9 3
9

x C+ + . 

б)  2 3 10x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )
3

3 22
10

9
x C+ + . 

в)  
5 5 4xe x dx+ ⋅∫ . Ответ:  

5 51

5
xe C+ + . 

г)  
2

arccos

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  

3

22
arccos

3
x C− + . 

д)  7sin cosx x dx⋅∫ . Ответ:  
8sin

8

x
C+ . 

 

Вариант 14 

14.а)  
25 3

xdx

x +∫ . Ответ:  21
ln 5 3

10
x C+ + . 

б)  ( )2 3cos 4x x dx⋅ +∫ . Ответ:  ( )31
sin 4

3
x C+ + . 

в)  
7

2

arcsin

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  

8arcsin

8

x
C+ . 

г)  sin 2 cos2xe xdx∫ . Ответ:  sin 21

2
xe C+ . 

д)  
5ln x

dx
x∫ . Ответ:  

6ln

6

x
C+ . 

 

Вариант 15 

а)  ( )cos 3 5x dx−∫ . Ответ:  ( )1
sin 3 5

5
x C− − +  

б)  
4

53 1

x dx

x +∫ . Ответ:  51
ln 3 1

15
x C+ + . 

в)  1 2sin cosx xdx+ ⋅∫ . Ответ:  ( )
3

2
1

1 2sin
3

x C+ + . 

г)  
cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ:  2 sinx C+ . 

д)  ( )2cos 3x x dx∫ . Ответ:  ( )21
sin 3

6
x C+ . 
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Домашнее задание 
1. Изучить по теоретической части модуля материал к следующему 

практическому занятию по теме «Замена переменной. Интегрирование вы-
ражений, содержащих квадратный трехчлен в знаменателе». 

2. Выучить таблицу интегралов и основные свойства интегрирования. 
3. Найти интегралы: 

а) 
4 3 2

2

6 8 4 3 5x x x x
dx

x

− − + −
∫ . Ответ:  3 2 5

2 4 4 3lnx x x x C
x

− − + + + . 

б) 
2

cos sin
2 2

x x
dx − 

 
∫ . Ответ:  cosx x C+ + . 

в) ( )sin 7 3x dx−∫ . Ответ:  ( )1
cos 7 3

7
x C− − + . 

г) 
4 3xe x dx⋅∫ . Ответ:  

41

4
xe C+ . 

д) 
3

2

arctg

1

x
dx

x+∫ . Ответ:  ( )433
arctg

4
x C+ . 

е) 
7

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ:  

6

1

6sin
C

x
− + . 

ж) 
23 9

dx

x +
∫ . Ответ:  21

ln 3
3

x x C+ + + . 

4. Выполнить свой вариант из индивидуального домашнего задания.  
 
III. Замена переменной. Интегрирование выражений, со-

держащих квадратный трехчлен в знаменателе 
 

1. Опрос таблицы интегралов устно. 
2.  Устно найти: 

а)  ( )sin 9 5x dx+∫ ;   г)  3 2xe dx−
∫ ; 

б)  
2 7

dx

x +
∫ ;    д)  

21

xdx

x+∫ ; 

в)  
27

dx

x−
∫ ;    е)  

2 5

dx

x +∫ . 

3. Разминка. Найти: 

а) 
2 2sin cos

dx

x x⋅∫ . 
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Ука з а н и е .  Заменим в числителе  2 21 sin cosx x= +   и разобьем ин-

теграл на сумму двух интегралов или приведем интеграл к виду 
2

2
2

sin 2

d x

x
∫ . 

Ответ: tg ctgx x C− +  или 2ctg2x C− + . 

б) 
2

2 1

x
dx

x +∫ . 

Ука з а н и е .  Прибавляя в числителе 1 и вычитая ее, получим после де-
ления два табличных интеграла. 

Ответ: arctgx x C− + . 

в) 
4 2

dx

x x+∫ . 

Ука з а н и е .  Прибавьте и вычтите в числителе подынтегральной функ-

ции 2x . 

Ответ: 
1

arctgx C
x

− − + . 

Прим е ч а н и е .  Примененный прием добавления в числителе подынте-
гральной функции взаимно уничтожающихся слагаемых иногда бывает полезен 
и должен быть усвоен. 

4. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного ма-
териала. 

Обращаем внимание, что метод замены переменной (подстановки) 
является эффективным методом интегрирования, в результате чего задан-
ный интеграл заменяется другим интегралом, табличным или интегралом, 
сводимым к табличному. 

Пусть требуется вычислить ( )( ) ( )f x x dx′ϕ ϕ∫ , при этом функции 

( )x′ϕ  и ( )f x  непрерывны на заданном интервале. Тогда этот интеграл 

можно упростить с помощью подстановки ( )t x= ϕ , используя равенство 

( )( ) ( ) ( )f x x dx f t dt′ϕ ϕ =∫ ∫ . 

Эта формула называется формулой замены переменной (подстанов-
ки) в неопределенном интеграле. 

Иногда удобнее делать подстановку не ( )t x= ϕ , а ( )x t= Ψ , где ( )tΨ  − 

функция, имеющая непрерывную производную (т. е. непрерывно диффе-
ренцируема). Применяя такую подстановку к интегралу ( )f x dx∫ , получим 

еще одну формулу замены переменной: 

( ) ( )( ) ( )f x dx f t t dt′= ψ ψ∫ ∫ . 
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Получающиеся после применения той или иной подстановки инте-
гралы должны быть более просты для интегрирования, чем исходные. 

Не существует общего «рецепта», следуя которому можно всегда по-
нять, какую подстановку надо применить к данному интегралу. Однако 
следует иметь в виду следующие полезные подстановки: 

1) Если под знаком интеграла стоит сложная функция ( )( )f xϕ , то, 

как правило, используется подстановка ( )t x= ϕ  (к примеру, если в подын-

тегральном выражении встречается функция 
1

cos
x

, то стоит попробовать 

подстановку 
1

t
x

= , а если 
2xe , то 2t x=  и т. д.). 

2) Если в подынтегральном выражении есть готовый дифференциал 
функции ( )xϕ , т.е. выражение ( )x dx′ϕ , то имеет смысл попробовать под-

становку ( )t x= ϕ . Поэтому целесообразно вспомнить формулы для наибо-

лее часто встречающихся дифференциалов: 
1. cos(x)dx = d(sinx + b); 

2. 
dx

x
 = d(lnx + b); 

3. dx = d(x + b); 

4. dx = 
1

k
d(kx + b); 

5. xdx = 
1

2
d(x2 + b); 

6. 
2

1

1
dx

x−
= d(arcsinx+ b) = − d(arccosx + b); 

7. 
21

dx

x+
 = d(arctgx + b) = − d(аrcctgx + b); 

8. 
2

1dx
d

xx

 = −  
 

; 

9. ( )2
dx

d x
x

= ; 

10. ( )2
tg

cos

dx
d x

x
= ; 

11. ( )2
ctg

sin

dx
d x

x
= −  и т. д. 
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В простых случаях введение новой переменной можно (после приоб-
ретения определенного навыка) проводить в уме, мысленно обозначив со-
ответствующую функцию через  t или какую-либо иную букву:  u, z, y, … 

Обучающий пример 1. 5x x dx−∫ . 

Решение. Чтобы избавиться от корня, положим 25x t− = , т. е. при-

меним подстановку 2 5x t= + . Приведем примерную схему выкладок при 
подстановке: 

( ) ( )
2

2 2 4 2

5

5 5 5 2 2 10

2

x t

x x dx x t t t tdt t t dt

dx tdt

− =

− = = + = + ⋅ = + =
=

∫ ∫ ∫  

5 3
4 2 2 10

2 10
5 3

t t
t dt t dt C= + = + +∫ ∫ . 

Отметим, что окончательный результат всегда следует выразить че-

рез первоначальную переменную. Для этого в равенстве 25x t− =  выража-

ем t через  х, т. е. ( )
1

25 5t x x= − = − . 

Отсюда будем иметь: 

( ) ( )
5 3

2 2
2 10

5 5 5
5 3

x x dx x x C− = − + − +∫ . 

Обучающий пример 2. ( )
2

3
3

3
ln 1

1

x
x dx

x
+

+∫ . 

Решение. 

( )
( ) ( )3

2 32 2
3

23

3

ln 1 ln 13
ln 1

3 2 21
1

x t xx t
x dx tdt C C

x dxx dt
x

+ = +
+ = = = + = +

+ =
+

∫ ∫ . 

Обучающий пример 3. 
2

2

1 x
dx

x

−
∫ . 

Решение. Сделаем такую замену ( )x t= ψ , чтобы подкоренное вы-

ражение 21 x−  стало полным квадратом. Подходит, например, подстановка 
sinx t=  (или cosx t= ). Тогда 

2 2 2

2 2 2

sin1 1 sin cos cos cos
cos sin sin

x tx t t dt t t dt
dx

dx tdtx t t

=− −= = = =
=∫ ∫ ∫  
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2 2

2 2 2 2

cos 1 sin 1
1

sin sin sin sin

t dt t dt
dt dt dt

t t t t

−  = = = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2

т. к. arcsin , sin

ctg cos 1 sin 1
тo ctg

sin sin

t x t x

t t C t t x
t

t t x

= =
= − − + = =− −= = =

 

21
arcsin

x
x C

x

−= − − + . 

Обучающий пример 4. 
1x

dx

e +
∫ . 

Решение. 

( )
2 2

2
2

1 1
2

2 2
2 11

1

x x

xx
x

e t e t
dx tdt

tdt tdt
e dx tdt dx t te

e t

+ = ⇒ = −
= = =

= ⇒ = = −+ −
∫ ∫  

1 1 1 1
2 ln ln

2 1 1 1

x

x

t e
C C

t e

− + −= ⋅ + = +
+ + +

. 

 

5. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а) 
2xe xdx− ⋅∫ . Ответ:  

21

2
xe C−− + . 

б)  
2

61

x
dx

x−
∫ . Ответ:  31

arcsin
3

x C+ . 

в)  
45 7

xdx

x+∫ . Ответ:  21 7 7
arctg

14 5 5
x C+ . 

г)  
1x

dx

e +∫ . Ответ: ln 1xx e C− + + . 

 

Вариант 2 

а)  
1 3

dx

x+ +∫ . Ответ:  ( )2 3 ln 1 3x x C+ − + + + . 

б)  ( )725 5 3x x dx⋅ −∫ . Ответ:  ( )12251
5 3

24
x C− + . 
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в)  
4 3

xdx

x +∫ . Ответ:  
21

arctg
2 3 3

x
C+ . 

г)  
sin

1 2cos

xdx

x+∫ . Ответ:  1 2cosC x− + . 

 

Вариант 3 

а)  
1 lnx

dx
x

+
∫ . Ответ:  ( )32

1 ln
3

C+ + . 

б)  
3 1

dx

x x+∫ . Ответ:  
3 1 1

ln
3 1 1

x
C

x

+ − +
+ +

. 

в)  ( )sin 3 8x dx−∫ . Ответ:  ( )1
cos 3 8

8
x C− + . 

г)  

( )321

dx

x−
∫ . Ответ:  

21

x
C

x
+

−
. 

 

Вариант 4 

а)  
cos x

dx
x

∫ . Ответ:  2sin x C+ . 

б)  
4 9

x
dx

x +∫ .  Ответ:  ( )31 9
4 9 4 9

24 8
x x C+ − + + . 

в)  cos 2 sin 2xe x dx⋅∫ . Ответ:  cos 21

2
xe C− + . 

г)  
24

x dx

x−
∫ . Ответ:  24 x C− − + . 

 

Вариант 5 

а)  
5

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ:  

4

1

4sin
C

x
− + . 

б)  ( )10
2 5x x dx+∫ . Ответ:  

( ) ( )12 11
2 5 5 2 51

4 12 11

x x
C

 + +
 − +
 
 

. 

в)  
1x

dx

e +∫ . Ответ:  ln 1xx e C− + + . 

г)  
1

x dx

x +∫ . Ответ:  ( )32
1 2 1

3
x x C+ − + + . 
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Вариант 6 

а)  ( )725 3x x dx−∫ . Ответ:  ( )821
5 3

80
x C− + . 

б)  
2

cos

1 sin

xdx

x+
∫ . Ответ:  2ln sin 1 sinx x C+ + + . 

в)  
1

1

x
dx

x

+
+∫ .  Ответ: 

3

2
2 2 2ln 1

3 2

x x
x x C

 
 

− + − + + 
 
 

. 

г)  
29

x dx

x−
∫ . Ответ:  29 x C− − + . 

 

Вариант 7 

а)  
x

dx

e
∫ . Ответ:  

2
x

C
e

− + . 

б)  ( )24 ln

dx

x x−
∫ . Ответ:  

1 2 ln
ln

4 2 ln

x
C

x

+ +
−

. 

в)  
41

x dx

x−
∫ . Ответ:  21

arcsin
2

x C+ . 

г)  
1 sin

cos

x
dx

x x

−
+∫ . Ответ:  ln cosx x C+ + . 

 

Вариант 8 

а)  
2ln

dx

x x
∫ . Ответ:  

1

ln
C

x
− + . 

б)  
3

4

1

4 1

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  41

ln 4 1
4

x x C− + + . 

в)  
32 xx e dx∫ . Ответ:  

31

3
xe C+ . 

г)  
3

8 5

x dx

x +∫ . Ответ:  
41

arctg
4 5 5

x
C+ . 

 

Вариант 9 

а)  
sin cos

sin cos

x x
dx

x x

−
+∫ . Ответ:  ln sin cosx x C− + + . 
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б)  ( )2sin 1x x dx−∫ . Ответ:  ( )21
cos 1

2
x C− + . 

в)  
2

61

x dx

x+∫ . Ответ:  31
arctg

3
x C+ . 

г)  
2 2cos

xdx

x
∫ . Ответ:  21

tg
2

x C+ . 

 

Вариант 10 

а)  
sin3

3 cos3

x
dx

x+∫ . Ответ:  
1

ln 3 cos3
3

x C− + + . 

б)  
2 2sin

xdx

x
∫ . Ответ:  21

ctg
2

x C− + . 

в)  
21

x

x

e dx

e−
∫ . Ответ:  arcsin xe C+ . 

г)  
5 x

dx
x

∫ . Ответ:  
2

5
ln5

x C+ . 

 

Вариант 11 

а)  
2

arcsin

1

x
dx

x−∫ . Ответ:  ( )32
arcsin

3
x C+ . 

б)  2 34 x dx−
∫ . Ответ:  2 31

4
3ln 4

x C−− + . 

в)  21 3cos sin 2x xdx+ ⋅∫ . Ответ:  ( )322
1 3cos

9
x C− + + . 

г)  
1 sin

cos

x
dx

x x

+
−∫ . Ответ:  ln cosx x C− + . 

 

Вариант 12 

а)  
31 lnx

dx
x

+
∫ . Ответ:  ( )433

1 ln
4

x C+ + . 

б)  
2sin sin 2xe x dx⋅∫ . Ответ:  

2sin xe C+ . 

в)  
4

10 5

x dx

x +∫ . Ответ:  
51

arctg
5 5 5

x
C+  

г)  ( )29 ln

dx

x x−
∫ . Ответ:  

1 3 ln
ln

6 3 ln

x
C

x

+ +
−

. 
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Вариант 13 

а)  
3ln

dx

x x
∫ . Ответ:  

2

1

2ln
C

x
− + . 

б)  
4

5

1

5 3

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  51

ln 5 3
5

x x C− + + . 

в)  
4

2

arcsin

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  51

arcsin
5

x C+ . 

г)  
2

2 3cos

x dx

x
∫ . Ответ:  31

tg
3

x C+ . 

 

Вариант 14 

а)  2 54 x dx−
∫ . Ответ:  

2 51 4

5 ln 4

x

C
−

− + . 

б)  
2

2 5

5 6

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  2ln 5 6x x C− + + . 

в)  2125 5x x dx−∫ . Ответ:  ( )
3

2 21
125 5

15
x C− − + . 

г)  
3

2

arcsin

1

x
dx

x−
∫ . Ответ:  

4arcsin

4

x
C+ . 

 

Вариант 15 

а)  
( )cos lnx

dx
x∫ . Ответ:  ( )sin lnx C+ . 

б)  
3

2

arctg

1

x
dx

x+∫ . Ответ:  ( )
4

3
3

arctg
4

x C+ . 

в)   5cos sinx x dx∫ . Ответ:  
6cos

6

x
C− + . 

г) 2 35 7x x dx−∫ . Ответ:  ( )332
5 7

45
x C− + . 

 

Интегрирование выражений,  
содержащих квадратный трехчлен в знаменателе 

К ним относятся интегралы вида: 

1 2

dx
J

ax bx c
=

+ +∫ ,   3 2

dx
J

ax bx c
=

+ +
∫ , 

2 2

Ax B
J dx

ax bx c

+=
+ +∫ ,   4 2

Ax B
J dx

ax bx c

+=
+ +

∫ . 
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Для нахождения интегралов вида 1 4J J− : 

1) выделяем в знаменателе полный квадрат. 
2) основание квадрата обозначаем через новую переменную. 
Тогда интегралы 1J  и 3J  − будут табличными, а интегралы 2J  и 4J  

можно представить в виде суммы двух интегралов, один из которых − таб-
личный, а 2-й легко находится методом подведения под знак дифферен-
циала (подстановки). 

Обучающий пример 1. 
2

7 8

2 3 1

x
dx

x x

−
− +∫ . 

Решение. Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат и 
введем новую переменную: 

2 2

2
2

2

3 1
2 3 1 2

2 2

7 8 3 9 9 1 3 1
2 2 2

4 16 16 2 4 162 3 1

3 3
, , .

4 4

x x x x

x
dx x x x

x x

x t x t dx dt

 − + = − + = 
 

 −     = = − ⋅ + − + = − − =       − +       

− = = + =

∫  

2 2 2 2

3
7 8

1 1 1 8 1 1 84
1 1 1 12 2 2 2

16 16 16 16

t
t dt t

dt dt dt
t t t t

 − +  − = = = − =
− − − −

∫ ∫ ∫ ∫  

2
22 2

1
1 2 1 1 142 ln 2ln

1 1 12 2 161 2
16 4 44

tdt t
dt t C

t tt

−
= − = ⋅ − − +

 − ⋅ +−  
 

∫ ∫ . 

Возвращаясь к переменной  х, окончательно получим: 

2
2

7 8 1
ln 2ln 1,5 0,5

0,52 3 1

x x
dx x x C

xx x

− −= − − + +
−− +∫ . 

Обучающий пример 2. 
2

3 5

9 6 3

x
dx

x x

−

+ −
∫ . 

Решение. Выделяем полный квадрат: 

( ) ( )( )2 2 29 6 3 3 2 3 3 2 1 1 3x x x x x x+ − = − − − = − − + − − =  

( )( ) ( )( )2 2
3 1 4 3 4 1x x= − − − = − − . 
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( )( )2 2

1 , 13 5 3 5

9 6 3 3 4 1

x t x tx x
J dx dx

dx dtx x x

− = = +− −= = = =
=+ − − −

∫ ∫  

( )
( ) 2 2 22

3 1 5 1 3 2 1 3 2

3 3 34 4 43 4

t t tdt dt
dt dt

t t tt

+ − −= = = − =
− − −−

∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

2

12 2
2 2

43 2 3 2
arcsin

2 23 3 34 4
4

d ttdt dt t

t t
t

−
= − = − − =

− − −
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
1

2 2 223 2 2
4 4 arcsin 3 4 arcsin

2 2 23 3

t t
t d t t C

−
= − − − − = − − − + =∫  

2 2 1
9 6 3 arcsin

23

x
x x C

−= − + − − + . 

 
6. Найти интегралы самостоятельно, каждому студенту свой вариант 

(два студента у доски выполняют свои задания). 
 

Вариант 1 

а) 
2 5 6

dx

x x− +∫ . Ответ:  
3

ln
2

x
C

x

− +
−

. 

б) 
24 8 3

dx

x x− +
∫ . Ответ:  21 3

ln 1 2
2 4

x x x C− + − + + . 

в) 
2

1

2 1

x
dx

x x

+
+ +∫ . Ответ:  21 3 4 1

ln 2 1 arctg
4 2 7 7

x
x x C

++ + + + . 

г) 
2

2 1

3 4

x
dx

x x

−

− +
∫ . Ответ: 2 23

2 3 4 2ln 3 4
2

x x x x x C− + + − + − + + . 

 

Вариант 2 

а) 
22 3 6

dx

x x+ +∫ . Ответ:  
2 4 3

arctg
39 39

x
C

+ + . 

б) 
24 8

dx

x x+ −
∫ . Ответ:  

4
arcsin

20

x
C

− + . 

в) 
2

2 1

3 6 9

x
dx

x x

−
− −∫ . Ответ:  21 1 3

ln 3 6 9 ln
3 12 1

x
x x C

x

−− + + +
+

. 



 97 

г) 
2

3

2 4 1

x
dx

x x

−

− −
∫ . Ответ: 2 21 1

2 4 1 2 ln 1 2
2 2

x x x x x C− − − − + − − + . 

 

Вариант 3 

а) 
23 12 3

dx

x x− +∫ . Ответ:  
1 2 3

ln
6 3 2 3

x
C

x

− − +
− +

. 

б) 
22 3 2

dx

x x− −
∫ . Ответ:  

1 4 3
arcsin

52

x
C

+ + . 

в) 
2

2 1

2 8 6

x
dx

x x

−
+ −∫ . Ответ:  21 5 2 7

ln 2 8 6 ln
2 4 7 2 7

x
x x C

x

+ −+ − − +
+ +

. 

г) 
2

3 7

5 1

x
dx

x x

−

− +
∫ . Ответ:  2 21 5

3 5 1 ln 5 1
2 2

x x x x x C− + + − + − + + . 

 

Вариант 4 

а) 
21 2 3

dx

x x− −∫ . Ответ:  
1 3 1

ln
4 3 3

x
C

x

−− +
+

. 

б) 
2 4 1

dx

x x+ +
∫ . Ответ:  2ln 2 4 1x x x C+ + + + + . 

в) 
2

4

5 7

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  21 39 10 1

ln 5 7 arctg
10 5 139 139

x
x x C

−− + − + . 

г) 
2

7 1

2 3

x
dx

x x

−

− −
∫ . Ответ:  2 23 2 3

7 2 3 arcsin
2 17

x
x x C

+− − − − + . 

 

Вариант 5 

а) 
2 6 8

dx

x x− +∫ . Ответ:  
1 4

ln
2 2

x
C

x

− +
−

. 

б) 
23

dx

x x− −
∫ . Ответ:  

2 1
arcsin

13

x
C

+ + . 

в) 
2

7

4 3 1

x
dx

x x

−
+ −∫ . Ответ:  21 59 8 2

ln 4 3 1 ln
8 40 8 8

x
x x C

x

−+ − − +
+

. 

г) 
2

2 4

3 5

x
dx

x x

+

+ −
∫ . Ответ: 2 22 11 1 5

3 5 ln
3 6 3 33 3

x
x x x x C+ − + + + + − + . 
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Вариант 6 

а) 
25 10 25

dx

x x− +∫ . Ответ:  
1 1

arctg
10 2

x
C

− + . 

б) 
22 3 2

dx

x x− −
∫ . Ответ: 

1 4 3
arcsin

52

x
C

+ + . 

в) 
2

2 1

3 6 9

x
dx

x x

−
− −∫ . Ответ:  21 1 3

ln 3 6 9 ln
3 12 1

x
x x C

x

−− + + +
+

. 

г) 
2

2 5

3 9 4

x
dx

x x

+

+ −
∫ . 

Ответ:  2 22 2 3 4
3 9 4 ln 3

3 2 33
x x x x x C+ − + + + + − + . 

 

Вариант 7 

а) 
22 3 2

dx

x x− +∫ . Ответ:  
2 2

ln
2 1

x
C

x

− +
−

. 

б) 
22 8 2

dx

x x+ −
∫ . Ответ:  

1 2
arcsin

2 5

x
C

− + . 

в) 
2

5

2

x
dx

x x

+
+ −∫ . Ответ:  21 3 1

ln 2 ln
2 2 2

x
x x C

x

−+ − + +
+

. 

г) 
2

2 4

3 5

x
dx

x x

+

+ −
∫ . 

Ответ:  2 22 11 1 5
3 5 ln

3 6 3 33 3

x
x x x x C+ − + + + + − + . 

 

Вариант 8 

а) 
22 3 1

dx

x x− +∫ . Ответ:  
2 2

ln
2 1

x
C

x

− +
−

. 

б) 
23 2 2

dx

x x+ −
∫ . Ответ:  

1 2 1
arcsin

2 7

x
C

− + . 

в) 
2

3

5 4

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  21 1 4

ln 5 4 ln
2 6 1

x
x x C

x

−− + − +
−

. 

г) 
2

5

3 6

x
dx

x x

+

− −
∫ . Ответ:  2 3

3 6 2arcsin
12

x
x x C

+− − − + + . 
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Вариант 9 

а) 
22 3 2

dx

x x− −∫ . Ответ:  
1 2 4

ln
5 2 1

x
C

x

− +
+

. 

б) 
23 4 1

dx

x x− +
∫ . Ответ:  21 2 4 1

ln
3 3 33

x x x C− + − + + . 

в) 
2

1

2 1

x
dx

x x

+
+ +∫ . Ответ:  21 3 4 1

ln 2 1 arctg
4 2 7 7

x
x x C

++ + + + . 

г) 
2

4 1

2

x
dx

x x

+

+ −
∫ . Ответ:  2 2 1

4 2 3arcsin
3

x
x x C

−− + − + + . 

 

Вариант 10 

а) 
22 2 5

dx

x x− +∫ . Ответ:  
1 2 1

arctg
3 3

x
C

− + . 

б) 
23

dx

x x− −
∫ . Ответ:  

2 1
arcsin

13

x
C

+ + . 

в) 
2

1

3 2 3

x
dx

x x

+
− −∫ . Ответ:  21 2 3 1 10

ln 3 2 3 ln
6 3 10 3 1 10

x
x x C

x

− −− − + +
− +

. 

г) 
2

4

2 7

x
dx

x x

−

− +
∫ . 

Ответ:  2 21 15 1 7
2 7 ln

2 4 2 24 2

x
x x x x C− + − − + − − + . 

 

Вариант 11 

а) 
23 9 6

dx

x x− +∫ . Ответ:  
1 2

ln
3 1

x
C

x

− +
−

. 

б) 
23 2 2

dx

x x+ −
∫ . Ответ:  

1 2 1
arcsin

2 7

x
C

− + . 

в) 
2

5 2

2 5 2

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  25 17 2 4

ln 2 5 2 ln
4 12 2 1

x
x x C

x

−− + + +
−

. 

г) 
2

2 13

3 3 16

x
dx

x x

−

− −
∫ . 

Ответ:  2 22 1 16
3 3 16 4 3 ln

3 2 3
x x x x x C− − − − + − − + . 
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Вариант 12 

а) 
2 4 25

dx

x x+ +∫ . Ответ:  
1 2

arctg
21 21

x
C

+ + . 

б) 
22 2 3

dx

x x− −
∫ . Ответ:  

1 3 1
arcsin

3 7

x
C

+ + . 

в) 
22 2 5

x dx

x x+ +∫ . Ответ:  21 1 2 1
ln 2 2 5 arctg

4 6 3

x
x x C

++ + − + . 

г) 
2

1

3 5

x
dx

x x

−

− +
∫ . 

Ответ:  2 21 5 1 5
3 5 ln

3 6 3 36 3

x
x x x x C− + − − + − + + . 

 

Вариант 13 

а) 
22 2 1

dx

x x− +∫ . Ответ:  ( )arctg 2 1x C− + . 

б) 
21

dx

x x+ −
∫ . Ответ:  

2 1
arcsin

5

x
C

− + . 

в) 
2

3 2

5 3 2

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  23 11 10 3

ln 5 3 2 arctg
10 5 31 31

x
x x C

−− + − + . 

г) 
2

2 5

4 8 9

x
dx

x x

+

+ +
∫ . 

Ответ:  2 21 3 9
4 8 9 ln 1 2

2 2 4
x x x x x C+ + + + + + + + . 

 

Вариант 14 

а) 
28 2

dx

x x− −∫ . Ответ:  
1 2

ln
6 4

x
C

x

−− +
+

. 

б) 
24 8 3

dx

x x− +
∫ . Ответ:  21 3

ln 1 2
2 4

x x x C− + − + + . 

в) 
22 5

x dx

x x+ +∫ . Ответ:  21 1 4 1
ln 2 5 arctg

4 2 39 39

x
x x C

++ + − + . 

г) 
2

2 8

1

x
dx

x x

−

− +
∫ . Ответ:  2 21

2 1 7ln 1
2

x x x x x C− + − − + − + + . 
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Вариант 15 

а) 
25 6

dx

x x− −∫ . Ответ:  
3

ln
2

x
C

x

−− +
−

. 

б) 
24 4

dx

x x− +
∫ . Ответ:  21 1 1

ln 1
2 8 4

x x x C− + − + + . 

в) 
2

2 1

3 2 6

x
dx

x x

−
− +∫ . Ответ:  21 1 3 1

ln 3 2 6 arctg
3 3 17 17

x
x x C

−− + − + / 

г) 
2

2 10

1

x
dx

x x

−

+ −
∫ . Ответ:  2 2 1

2 1 9arcsin
5

x
x x C

−− + − − + . 

 
Домашнее задание 

1. Изучить теоретический материал по теме «Интегрирование по 
частям. Циклическое интегрирование». 

2. Найти интегралы: 

а) 
( )25 ln 2

2

x
dx

x

+
+∫ . Ответ:  

5 75 ln

7

x
C+ . 

б) 
53

2

arctg 2

1 4

x
dx

x+∫ . Ответ:  833
arctg 2

16
x C+ . 

в) 5sin 4cosxe x dx+
∫ . Ответ:  5sin 41

5
xe C+ + . 

г) 
5

sin3

cos3 4

x dx

x −∫ . Ответ:  ( )455
sin3 4

12
x C− − + . 

д) 
22 3 4

dx

x x− −∫ . Ответ:  
1 4 1

arctg
11 11

x
C

−− + . 

е) 
2

4

2 6 8

x
dx

x x

+
− −∫ . Ответ:  21 11 4

ln 2 6 8 ln
4 20 1

x
x x C

x

−− − + +
+

. 

и) 
2

3 1

2 5 1

x
dx

x x

−

− +
∫ . 

Ответ:  2 23 11 5 5 1
2 5 1 ln

2 4 2 24 2
x x x x x C− + + − + − + + . 
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IV. Интегрирование по частям. Циклическое интегрирование 
 

1. Математический диктант. 

а) 
25 7

dx

x +∫ . 

б) 
2 25

dx

x −∫ . 

в) 
2

35 4

x
dx

x +∫ . 

г) 7 5xe dx−
∫ . 

д) 
sin 2

1 3cos2

x
dx

x+∫ . 

е) 
2

25

x

x

e
dx

e+∫ . 

ж) 
2

3 7

1

x
dx

x

−
+∫ . 

з) 
22 3 1

dx

x x+ +∫ . 

и) 
2 5 3

dx

x x+ +
∫ . 

 

2. Упражнение (преподаватель решает у доски). 
Пусть функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны. Верно ли, что  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ , 

т. е. интеграл от произведения двух функций равен произведению интегралов? 
Рассмотрим на примере функций ( ) ( )f x g x x= = . 

3
2

3

x
x x dx x dx C⋅ = = +∫ ∫ . 

2 2 4

2 2 4

x x x
xdx x dx C C⋅ = ⋅ + = +∫ ∫ . 

Очевидно, получили неверный результат. 
К сожалению, не существует формулы, выражающей интеграл от про-

изведения функций через интегралы от сомножителей. Однако формула 

u dv uv v du= −∫ ∫ , 

которую легко получить почленным интегрированием равенства 

( )d uv vdu udv= + , 

является ее подобием. 

Формулу u dv uv v du= −∫ ∫  называют формулой интегрирования по 

частям. Очевидно, при ее применении подынтегральное выражение разби-
вается на 2 сомножителя (u  и dv), из которых первый дифференцируется, 
а другой интегрируется. Это разбиение надо произвести так, чтобы вновь 
полученный интеграл в правой части был табличным или более простым, 
чем исходный. 

Укажем некоторые типы интегралов, которые удобно вычислять ме-
тодом интегрирования по частям. 
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Интегралы вида I: ( ) kx
nP x e dx∫ , 

( ) kx
nP x a dx∫ , 

( ) sinnP x kx dx∫ , 

( ) cosnP x kx dx∫ ,  

где ( )nP x  − многочлен степени п. 

Рекомендуется положить ( )nu P x= , а за dv взять все остальные со-

множители. Так как при дифференцировании степень многочлена понижа-
ется на единицу, то интегрировать по частям следует столько раз, какова 
степень многочлена. 

Обучающий пример 1. Найти 2 3xx e dx∫ . 

2

2 3 2 3 3
3 3 3

2
1 1

21 3 3
3

x x x
x x x

x u du xdx
x e dx x e e xdx

e dx dv v e dx e

= ⇒ =
= = − ⋅ =

= ⇒ = =∫ ∫
∫

 

2 3 3
3 3

1 2
1

3 3
3

x x
x x

x u du dx
x e xe dx

e dx dv v e

= ⇒ =
= − = =

= ⇒ =∫  

2 3 3 31 2 1 1

3 3 3 3
x x xx e xe e dx = − − = 

 
∫  

2 3 3 31 2 1

3 3 3 9
x x xx

x e e e C = − − + 
 

. 

Приме ч а н и е . Отметим, что при нахождении  v  постоянная интегри-
рования  С  принимается равной 0. 

Интегралы вида II: ( ) arcsinnP x x dx∫ , 

( ) arccosnP x x dx∫ , 

( ) arctgnP x x dx∫ , 

( ) arcctgnP x x dx∫ , 

( ) lnnP x x dx∫ . 

В указанных интегралах целесообразно положить ( )nP x dx dv= , а че-

рез  и  обозначить остальные сомножители. 
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Обучающий пример 2. Найти ( )2 1 lnx x x dx− +∫ . 

Решение.

 ( )
( )

2
3 2

2

1
ln

1 ln

1
3 2

x u du dx
x

x x x dx
x x

x x dx dv v x

= ⇒ =
− + = =

− + = ⇒ = − +
∫  

3 2 3 2 1
ln

3 2 3 2

x x x x
x x x dx

x

   
= − + − − + =      
   

∫  

3 2 2

ln 1
3 2 3 2

x x x x
x x dx

   
= − + − − + =      
   

∫  

3 2 3 2

ln
3 2 9 4

x x x x
x x x C

 
= − + − + − +  
 

. 

Обучающий пример 3. Найти 1 arcsinx x dx−∫ . 

Решение. 

( )3

1 1
arcsin

1 2
1 arcsin

2 1
1 1

3

x u du dx
x x

x x dx
x

xdx dv v xdx

= ⇒ = ⋅
−

− = =
−

− = ⇒ = − = −
∫

∫

 

( ) ( )3 32 2 1
1 arcsin 1

3 3 1 2
x x x dx

x x
= − − ⋅ + − ⋅ =

− ⋅∫  

( )32 1 1
1 arcsin

3 3

x
x x dx

x

−= − − ⋅ + =∫  

( )
1 1

3 2 22 1
1 arcsin

3 3
x x x dx x dx

− 
 = − − ⋅ + − =
 
 
∫ ∫  

( )3 32 2 2
1 arcsin

3 3 9
x x x x C= − − + − + . 

Обучающий пример 4. Найти  cosxe x dx∫ . 
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Решение: 

cos sin sin
cos sin

x x
x x xe u du e dx

e x dx e x x e dx
x dx dv v x

= ⇒ == = − ⋅ =
= ⇒ =∫ ∫  

( )sin cos cos
sin cos

x x
x x xe u du e dx

e x e x x e dx
xdx dv v x

= ⇒ == = − − + ⋅ =
= ⇒ = − ∫  

sin cos cosx x xe x e x e x dx= + − ∫ . 

В итоге снова получили исходный интеграл, и может показаться, что 
решение зашло в тупик. Как выбраться из него? 

Обозначив искомый интеграл через  J,  получим уравнение 

sin cosx xJ e x e x J= + − . 

Перенося  J  в левую часть, и решив уравнение относительно  J, получим 

2 sin cosx xJ e x e x= +  ⇒   
sin cos

2

x xe x e x
J C

+= + . 

Появление константы  С  объясняется тем, что фактически все инте-
гральные формулы, в том числе и формула интегрирования по частям, вер-
ны с точностью до константы, которую обычно в этих формулах не пишут. 
Ну, а поскольку в данном случае произвольная постоянная  С  неявно при-
сутствует в интеграле из левой части равенства, то она должна появиться и 
в правой части. 

К третьей группе относятся так называемые циклические интегралы. 
После двукратного применения формулы интегрирования по частям полу-
чается уравнение относительно искомого интеграла, из которого оконча-
тельно находится его выражение. 

Интегралы вида III: sinkxe bx dx∫ ,   sinkxa bx dx∫ , 

coskxe bx dx∫ ,   coskxa bx dx∫ , 

2 2a x dx−∫ ,   2 2a x dx+∫ ,  

где k,  b,  а  –  const. 

Обучающий пример 5.  Найти 21 x dx+∫ . 

Решение.  
2 2

2

2 2 2

1
1

1 1 1

x dx x
x dx dx dx

x x x

++ = = + =
+ + +

∫ ∫ ∫ ∫  
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2

2
ln 1

1

x
x x x dx

x
= + + + ⋅ =

+
∫  

( ) ( )
1

2 2 22
2 2

1
1 1 1

21 1

x u du dx

x xdx
dx dv v x d x x

x x

−

= ⇒ =

= =
= ⇒ = = + + = +

+ +
∫ ∫

 

( )2 2 2ln 1 1 1x x x x x dx= + + + + − +∫ . 

Обозначив 21 x dx J+ =∫ , получим 2 2ln 1 1J x x x x J= + + + + −  

⇒ 2 21
1 ln 1

2
J x x x x C = + + + + + 

 
. 

 
3. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 

(два студента у доски выполняют свои задания). 
 

Вариант 1 

а) 2 cos2x x dx∫ . Ответ:  
2 1

sin 2 cos2 sin 2
2 2 4

x x
x x x C+ − + . 

б) ( )ln 4x dx+∫ . Ответ:  ( ) ( )ln 4 4ln 4x x x x C+ − + + + . 

в) 
arcsin

1

x
dx

x +∫ . Ответ:  2 1arcsin 4 1x x x C+ + − + . 

г) 2 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

2 sin ln 2cos

1 ln 2

x x x
C

+
+

+
. 

 

Вариант 2 

а) ( )2 sin 2 3x x dx−∫ . Ответ:  
2 1

sin 2 cos2 cos2
2 2 4

x x
x x x C− + + . 

б) ( )ln 1x dx+∫ . Ответ:  ( ) ( )ln 1 ln 1x x x x C+ − + + + . 

в) 1 arccosx x dx−∫ . Ответ: ( )332 2 2
1 arccos

9 3 3
x x x x C− − − + . 

г) 3 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

3 sin ln3cos

1 ln 3

x x x
C

+
+

+
. 
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Вариант 3 

а) ( )2 sin 1x x dx+∫ . Ответ:  
3

22 sin cos 2cos
3

x
x x x x x C− + + + . 

б) ( )ln 5x dx+∫ . Ответ:  ( ) ( )ln 5 5ln 5x x x x C+ − + + + . 

в) 
arcsin

1

x
dx

x−∫ . Ответ:  2 2 1 arcsinx x x C− − + . 

г) 4 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

4 sin ln 4cos

1 ln 4

x x x
C

+
+

+
. 

 

Вариант 4 

а) ( )2 xx x e dx−+∫ . Ответ:  ( )2 3 3 xC x x e−− + + . 

б) ( )ln 6x dx+∫ . Ответ:  ( ) ( )ln 6 6ln 6x x x x C+ − + + + . 

в) arctg2x x dx∫ . Ответ:  
2 1

arctg2 arctg2
2 4 8

x x
x x C− + + . 

г) sinxe x dx∫ . Ответ:  ( )1
sin cos

2
xe x x C− + . 

 

Вариант 5 

а) ( )2 1 xx e dx−−∫ . Ответ:  ( )2
1 xC x e−− + . 

б) ( )ln 7x dx+∫ . Ответ:  ( ) ( )ln 7 7ln 7x x x x C+ − + + + . 

в) 
2

arctg

1

x x
dx

x+
∫ . Ответ:  2 21 arctg ln 1x x x x C+ − + + + . 

г) 3 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

3 cos 3 ln3sin

1 ln 3

x xx x
C

− + +
+

. 

 

Вариант 6 

а) 2 lnx x dx∫ . Ответ:  
3 3

ln
3 9

x x
x C− + . 

б) ( )2 1 xx e dx−∫ . Ответ:  ( )2
1 xx e C− + . 

в) ( )arctg 5x dx+∫ . 

Ответ:  ( ) ( )1
arctg 5 ln 10 26 5arctg 5

2
x x x x x C+ − + + + + + . 

г) 4 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

4 cos 4 ln 4sin

1 ln 4

x xx x
C

− + +
+

. 
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Вариант 7 

а) ( )2 xx x e dx+∫ . Ответ:  ( )2 1 xx x e C− + + . 

б) ln6x x dx∫ . Ответ:  ( )
2

2ln6 1
4

x
x C− + . 

в) arctg4x x dx∫ . Ответ:  21 1
4 arctg4

8 4
x x x C

  + − +  
  

. 

г) 5 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

5 cos 5 ln5sin

1 ln 5

x xx x
C

− + +
+

. 

 

Вариант 8 

а) ( )7 xx e dx+∫ . Ответ:  ( )6 xx e C+ + . 

б) 3 lnx x dx∫ . Ответ:  
4 4

ln
4 16

x x
x C− + . 

в) arctgx x dx∫ . Ответ:  
2 1

arctg
2 2

x x
C x

+− + . 

г) 6 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

6 cos 6 ln6sin

1 ln 6

x xx x
C

− + +
+

. 

 

Вариант 9 
а) cosx x dx∫ . Ответ:  sin cosx x x C+ + . 

б) 
3

ln x
dx

x
∫ . Ответ:  

2

1 2ln

4

x
C

x

+− . 

в) arcsinx dx∫ . Ответ:  2arcsin 1x x x C+ − + . 

г) 5 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

5 sin ln5cos

1 ln 5

x x x
C

+
+

+
. 

 

Вариант 10 

а) cos3x x dx∫ . Ответ:  
1

sin3 cos3
3 9

x
x x C+ + . 

б) 4 lnx x dx∫ . Ответ:  
5 5

ln
5 25

x x
x C− + . 

в) 
2

arcsin

1

x x
dx

x−
∫ . Ответ:  21 arcsinx x x C− − + . 

г) 7 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

7 cos 7 ln7sin

1 ln 7

x xx x
C

− + +
+

. 
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Вариант 11 

а) cos4x x dx∫ . Ответ:  
1

sin 4 cos4
4 16

x
x x C+ + . 

б) 5 lnx x dx∫ . Ответ:  
6 6

ln
6 36

x x
x C− + . 

в) 
arcsin

1

x
dx

x−∫ . Ответ:  4 1 2 1 arcsinx x x C− − − + . 

г) 8 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

8 cos 8 ln8sin

1 ln 8

x xx x
C

− + +
+

. 

 

Вариант 12 

а) ( )2 1 xx x e dx−− +∫ . Ответ:  ( )2 2 xC x x e−− + + . 

б) 
2

ln x
dx

x
∫ .  Ответ:  

ln 1x
C

x

+
− + . 

в) 
2

arccos

1

x x
dx

x−
∫ . Ответ:  21 arccosC x x x− − − . 

г) 6 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

6 sin ln6cos

1 ln 6

x x x
C

+
+

+
. 

 

Вариант 13 

а) ( )2 1 xx x e dx− +∫ . Ответ:  ( )2 3 4 xx x e C− + + . 

б) lnx x dx∫ . Ответ:  32 2
ln

3 3
x x C − + 
 

. 

в) 
arccos

1

x
dx

x+∫ . Ответ:  2 1 arccos 4 1x x x C+ − − + . 

г) 7 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

7 sin ln7cos

1 ln 7

x x x
C

+
+

+
. 

 

Вариант 14 

а) ( )2 24 xx e dx+∫ . Ответ:  ( )2 2 2 21 1 1
4

2 2 4
x x xx e xe e C+ + + + . 

б) 6 lnx x dx∫ . Ответ:  
7 7

ln
7 47

x x
x C− + . 

в) 
2

arctg

1

x x
dx

x+
∫ . Ответ:  2 21 arctg ln 1x x x x C+ + + + + . 
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г) 9 sinx x dx∫ . Ответ:  
2

9 cos 9 ln9sin

1 ln 9

x xx x
C

− + +
+

. 

 

Вариант 15 

а) ( )2 3 cosx x dx−∫ . Ответ:  ( )2 5 sin 2 cosx x x x C− + + . 

б) 7 lnx x dx∫ . Ответ:  
8 8

ln
8 64

x x
x C− + . 

в) arcctgx x dx∫ . Ответ:  
2 1

arcctg arcctg
2 2 2

x x
x x C+ + + . 

г) 8 cosx x dx∫ . Ответ:  
( )

2

8 sin ln8cos

1 ln 8

x x x
C

+
+

+
. 

 

В заключение отметим, что указанные три группы не исчерпывают 
всех интегралов, которые интегрируются по частям. 

Обучающий пример 6. Найти  
2cos

xdx

x
∫ . 

Решение: Ни к одному из указанных трех групп его отнести не 
возможно, тем не менее, он хорошо интегрируется по частям. 

 

2
2

;
sin

tg tg tg
; tg coscos

cos

u x du dx
xdx x

x x x dx x x dxdx
dv v x xx

x

= =
= = − = − =

= =∫ ∫ ∫  

tg ln cosx x x C= + + . 

 
Домашнее задание 

 

1. Изучить теоретический материал по теме «Интегрирование про-
стейших рациональных дробей. Интегрирование рациональных функций». 

2.  Найти: 

1) 2xx dx⋅∫ .   Ответ:  
( )

2

2 ln 2 1

ln 2

x x
C

−
+ . 

2) 2ln x dx∫ .   Ответ:  ( )2ln 2ln 2x x x C− + + . 

3) sin cosx x xdx∫ .  Ответ:  
1

sin 2 cos2
8 4

x
x x C− + . 

4)
2

lncos

cos

x
dx

x
∫ .   Ответ:  ( )tg ln cos tgx x x x C+ − + . 
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5) ( )2ln 1x x dx+ +∫ .  Ответ:  ( )2 2ln 1 1x x x x C+ + − + + . 

6) ( )cos lnx dx∫ .   Ответ:  ( ) ( )( )sin ln cos ln
2

x
x x C+ + . 

7) 

( )2 2 k

dt

t a+
∫ .  

Ответ:  
( )( )12 12 2

1 2 3

2 2 2 1
k k k

k t
J J C

ka k t a
− −

 
− = + + − − +

 

. 

 
V. Интегрирование простейших рациональных дробей. 

Интегрирование рациональных функций 
 

1. Проверка домашнего задания: 
а) Два студента решают на доске примеры № 5 и № 6 из домашнего 

задания, у остальных бегло проверяется выполнение домашнего задания. 
б) На доске записываем рекуррентную формулу для нахождения ин-

теграла         

( )2 2 k

dt

t a+
∫ . 

2. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного ма-
териала. 

Различают целую рациональную функцию – многочлен и дробно-
рациональную функцию – отношение двух многочленов. Интегрирование 
целой рациональной функции (многочлена) не вызывает затруднений, так 
как сводится к интегрированию суммы степенных функций. Поэтому оста-
новимся подробнее на интегрировании дробно-рациональной функции: 

( ) ( )
( )

1
0 1

1
0 1

m m
m m

n n
n n

Q x b x b x b
R x

P x a x a x a

−

−
+ + += =
+ + +

…

…

. 

Если m n< , то дробь называется правильной, в противном случае − 
неправильной. Неправильную дробь всегда можно представить в виде 
суммы целой части (многочлена) и правильной дроби, разделив по правилу 
деления многочленов числитель на знаменатель.  

Так как целая часть интегрируется непосредственно, то вопрос об 
интегрировании дробно-рациональной функции сводится к интегрирова-
нию правильной дроби. Для этого существует общий метод разложения ее 
на сумму простейших дробей. 



 112 

К простейшим дробям относятся: 

I. 
( )

A

x a−
; 

II. ,  ( 2,  )
( )k

A
k k N

x a
≥ ∈

−
; 

III. ( )2
2

,  4 0
Mx N

D p q
x px q

+ = − <
+ +

; 

IV. 

( ) ( )2

2
,  2,  4 0

k

Mx N
k D p q

x px q

+ ≥ = − <
+ +

, 

где A, a, M, N, p, q – действительные числа. 
I. Интеграл от простейших рациональных дробей первого вида под-

ведением под знак дифференциала знаменателя сводится к табличному. 

( )
ln

d x aA
dx A A x a C

x a x a

−
= = − +

− −∫ ∫ . 

II. Интеграл от простейших рациональных дробей второго вида под-
ведением под знак дифференциала знаменателя сводится к табличному: 

1( )
( ) ( )

1( )

k
k

k

A x a
dx A x a d x a A C

kx a

−− −= − − = +
−−∫ ∫ . 

III. Интегрирование простейших рациональных дробей третьего вида 
рассмотрено нами ранее. 

IV. Интегрирование простейших дробей четвертого типа 

( )2 k

Mx N
dx

x px g

+

+ +
∫  начинается с выделения полного квадрата 

2 2
2

2 4

p p
x px g x g

  + + = + + −       
 

с последующей подстановкой 
2

p
x t+ = . Тогда исходный интеграл пред-

ставляется в виде суммы двух интегралов, один из которых легко приводит-
ся к табличному, а второй находится с помощью рекуррентной формулы 

( )2 2
n n

dx
J

x a
=

+
∫ ( ) ( )( )12 12 2

1 2 3

2 1 2 1
n n

n x
J

na n x a
− −

 
− = + − − + 

 

.       ( )∗  
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Обучающий пример 1. Найти 

( )22

1

2 3

x
dx J

x x

− =
+ +

∫ . 

Решение. Так как ( )22 2 3 1 2x x x+ + = + + , то сделаем подстановку 

1x t+ = , тогда получим  

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2

2
2

2 2 2

t t dt dt
J dt

t t t

−= = − =
+ + +

∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( )

22 2
22 22

1 1
2 2 2 2

2 2 22

dt
t d t J

tt

−
= + + − = − −

++
∫ ∫ . 

Интеграл 

( )2 22 2

dt
J

t
=

+
∫  вычислим по рекуррентной формуле ( )∗  

Здесь  а = 2,  n = 2. 

1 2

1
arctg

2 22

dt t
J C

t
= = +

+∫ . 

( ) ( )( )2 12 2 12 2

1 2 2 3

2 2 2 22 2 2 1 2

dt t
J J

t t
−

 
⋅ − = = + = ⋅ − + − +

 

∫  

( )2

1 1
arctg

2 2 2 2 2 2

t t
C

t

 
 = + + =
 +
 

 

( )2

1
arctg

4 2 2 4 2

t t
C

t
= + +

+
. 

Тогда  

( ) ( ) ( )2 2 22

2 1 1
arctg

2 2 22 2 2 22

t t t
dt C

t tt

− = − − − +
+ ++

∫ . 

Возвращаясь к переменной x, получим 

( ) ( ) ( )2 2 22

1 1 1 1 1
arctg

2 2 22 2 3 2 2 32 3

x x x
dx C

x x x xx x

− + += − − − +
+ + + ++ +

∫ . 

Каждая правильная дробь может быть представлена в виде суммы 
простейших дробей указанных четырех типов. Напоминаем, что для разло-

жения правильной рациональной дроби 
( )
( )

Q x

P x
 на простейшие дроби, нужно: 
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а) разложить знаменатель P(x) на линейные и квадратичные множи-
тели, не имеющие действительных корней: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2... ...
n rm k

P x x a x b x px g x cx d= − ⋅ ⋅ − ⋅ + + ⋅ ⋅ + + ; 

б) написать схему разложения данной дроби на простейшие дроби в 
следующем виде: 

( )
( ) ( ) ( )

1 2
2

m
m

Q x AA A

P x x a x a x a
= + + + + +

− − −
… …  

( ) ( )
1 2

2
k

k

BB B

x b x b x b
+ + + + +

− − −
…  

( ) ( )
1 1 2 2

2 22 2

n n
n

M x NM x N M x N

x px g x px g x px g

++ ++ + + + + +
+ + + + + +

… …  

( ) ( )
1 1 2 2

2 22 2

r r
r

C x D C x D C x D

x cx d x cx d x cx d

+ + ++ + + +
+ + + + + +

… , 

где A1, …, B1, …, M1, …, N1, …, C1, …, D1, … Dr − некоторые постоянные. 
В эту схему для каждого множителя в разложении знаменателя  P(x)  

вписывается столько простейших дробей, какова его кратность  (m, k, n, r). 
Знаменателями простейших дробей являются все целые степени ка-

ждого множителя в разложении  P(x), начиная с первой степени и кончая 
той степенью, которую множитель имеет в разложении  P(x). 

Числителями простейших дробей служат либо постоянные A1, A2, … 
либо линейные функции  1 1M x N+ , …  смотря по тому, является ли знаме-

натель дроби некоторой степенью линейной или квадратной функции. 
в) правую часть разложения нужно привести к общему знаменателю 

и выполнить действие сложения; 
г) знаменатели левой и правой частей равенства равны, значит, 

должны быть равны и числители; 
д) коэффициенты  A1,  A2, …,  B1,  B2, … находятся с помощью метода 

неопределенных коэффициентов или метода частных значений (иногда 
комбинируют оба метода). 

Таким образом, интегрируя правильную дробь, мы сначала раскла-
дываем ее на сумму простейших, а затем интегрируем каждое слагаемое в 
этом разложении. 

Обучающий пример 2. Найти 
3 2

3

5 9 22 8

4

x x x
dx

x x

+ − −
−∫ . 
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Решение. Подынтегральная рациональная дробь неправильная, т. к. сте-
пень числителя равна степени знаменателя. Поэтому выделяем целую часть. 

  5x3 + 9x2 – 22x – 8   x3 – 4x 
  5x3 – 20x   5 
   9x2 – 2x – 8 
 

Таким образом, 
3 2 2

3 3

5 9 22 8 9 2 8
5

4 4

x x x x x
dx dx

x x x x

 + − − − −= +  − − 
∫ ∫ . 

Знаменатель правильной остаточной дроби разлагается на множите-

ли:       ( ) ( )( )3 24 4 2 2x x x x x x x− = − = − + . 

Каждому множителю знаменателя вида ( )x a−  в разложении пра-

вильной дроби на простейшие соответствует слагаемое вида 
A

x a−
. Поэто-

му в данном случае получится разложение 

2

3

9 2 8

2 24

x x A B C

x x xx x

− − = + +
− +−

. 

Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая числи-
тели, получим тождество 

( )( ) ( ) ( )29 2 8 2 2 2 2x x A x x Bx x Cx x− − = − + + + + − . 

Найдем коэффициенты A, B, C методом частных значений, состоя-
щим в том, что после приравнивания числителей, аргументу  x  придают 
некоторые удобные значения. Эти удобные значения совпадают с действи-
тельными корнями знаменателя подынтегральной дроби. Так, в рассматри-
ваемом случае, отмечая за чертой слева значения, придаваемые аргументу 
x, получим  

0 8 4 , 2

2 24 8 , 3

2 32 8 , 4

x A A

x B B

x C C

= − = − =
= = =
= − = =

 

Эти коэффициенты можно было найти методом неопределённых ко-
эффициентов, или иначе – способом сравнения коэффициентов. 

2 2 2 29 2 8 4 2 2x x Ax A Bx B Cx Cx− − = − + + + − . 
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Коэффициенты при одинаковых степенях  x  в обеих частях тождест-
ва должны быть равны. Поэтому, отмечая за чертой слева, при каких сте-
пенях  x  сравниваются коэффициенты, получим систему уравнений: 

2

1

0

9

2 2 2

8 4

x A B C

x B C

x A

= + +

− = −

− = −

 

Решив эту систему уравнений, найдём  A = 2,  B = 3,  C = 4. Заменяя 
под знаком интеграла остаточную дробь её разложением на простейшие  
дроби (с подставленными в него найденными значениями коэффициентов), 
и, находя нужные интегралы последовательно, получим 

3 2

3

5 9 22 8 2 3 4
5

2 24

x x x
dx dx

x x xx x

+ − −  = + + + = − +−  
∫ ∫  

5 2 3 4
2 2

dx dx dx
dx

x x x
= + + + =

− +∫ ∫ ∫ ∫  

5 2ln 3ln 2 4ln 2x x x x C= + + − + + + . 

Обучающий пример 3. Найти  
( ) ( )

3

2 2

2 2

1 1

x x
dx

x x

− +
− +

∫ . 

Решение: Подынтегральная дробь правильная. Её знаменатель уже 

разложен на множители. Множителю 2 1x +  знаменателя в разложении  
подынтегральной функции будет соответствовать простейшая дробь 

2 1

Mx N

x

+
+

. Разложение подынтегральной функции на простейшие дроби за-

пишем следующим образом: 

( ) ( ) ( )
3

2 2 22

2 2
1 11 1 1

x x A B Mx N

x xx x x

− + += + +
− +− + −

. 

Приводя правую часть к общему знаменателю и приравнивая числите-

ли, получим ( )( ) ( ) ( )( )23 2 22 2 1 1 1 1x x A x x B x Mx N x− + = − + + + + + −  или 

( ) ( ) ( )3 3 22 2 2 2x x A M x B M A N x A M N x B A N− + = + + − − + + − − + − + . 

Комбинируя методы частных значений и сравнения коэффициен-
тов, найдём 
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3

2

0

1
11 2 ,

2

1

0 2

2

x B B

x A M

x B A N M

x A B N

= = = 

= + 

= − + −

= − + +  , 

1

2
1

2 2

3

2

B

A M

M

A N

 =


= +
− = −


− + =
 , 

1

2
0

1

3

2

B

A

M

N

 =


=
 =


=
 .

 

Поэтому 

( ) ( ) ( )
3

2 2 22

3
2 2 1 2

2 11 1 1

xx x dx
dx dx

xx x x

+− + = + =
+− + −

∫ ∫ ∫  

( ) ( )2
2 2

1 1 2 3
1 1

2 2 21 1

x dx
x d x dx

x x

−= − − + + =
+ +∫ ∫ ∫  

( )
21 1 3

ln 1 arctg
2 1 2 2

x x C
x

= − + + + +
−

. 

 

3. Разминка. Представить в виде суммы простейших дробей (не на-
ходя коэффициентов):  

а) 
( ) ( )2

2 3

1 2

x

x x

−
− +

;   г)  ( )( )2 2

1

4 1x x+ +
; 

б) 
( ) ( )3 2

3
 

1 2 5

x

x x x

−
− − +

;   д)  

( )22

3

1

x

x x

+

⋅ +
; 

в) 
( )( )

2

2

2

1 1

x

x x

+
− +

;   е)  
( )3

2 3

2

x

x

+
−

. 

 

4. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а) 
( )( )

4 3 2

2

2 8 9 7

3 2

x x x
dx

x x x

+ + −
+ + −

∫ . Ответ: 2 5ln 3 ln 2 ln 1x x x x C+ + + + + − + . 

б) 
2

3

6 8

8

x x
dx

x

− +
+∫ .       Ответ: 21 1 1

2ln 2 ln 2 4 arctg
2 3 3

x
x x x C

−+ − − + − + . 

в) 
3 2

dx

x x−∫ . Ответ: 
1

ln ln 1x x C
x

− + − + . 
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Вариант 2 

а)
( )( )2

43 67

1 12

x
dx

x x x

−
− − −

∫ . Ответ: 2ln 1 5ln 4 7ln 3x x x C− + − − + + . 

б) 
2

3 2

2 1

2

x
dx

x x x

+
− +∫ . Ответ: 

3
ln ln 1

1
x x C

x
+ − − +

−
. 

в) 
( )( )2

3 13

1 2 5

x
dx

x x x

+
− + +

∫ .  

Ответ: 2 1 1
2ln 1 ln 2 5

2 2

x
x x x arctg C

+− − + + − + . 

 

Вариант 3 

а) 
( )( )

2

2

3 20 9

5 4 3

x x
dx

x x x

+ +
+ + +

∫ . Ответ: 6ln 3 ln 1 2ln 5x x x C+ − + + + + . 

б) 
2

3 2

2x x
dx

x x

+ +
+∫ . Ответ: 

2
2ln 1 lnx x C

x
+ − − + . 

в) 
( )( )2

12 6

1 4 13

x
dx

x x x

−
+ − +

∫ . 

Ответ: 21 2
ln 1 ln 4 13 arctg

2 3

x
x x x C

−+ − − + − + . 

 

Вариант 4 

а) 
( )( )2

8

3 6 5

x
dx

x x x+ + +
∫ . Ответ: 5ln 5 6ln 3 ln 1x x x C− + + + − + + . 

б) 
( )( )

2

2

3 7 2

1

x x
dx

x x x

− +
− +

∫ . Ответ: 
2

2ln ln 1
1

x x C
x

+ − + +
−

. 

в) 
( )( )

2

2

2 2 20

1 2 5

x x
dx

x x x

+ +
− + +

∫ .  

Ответ: 21 1
3ln 1 ln 2 5 2arctg

2 2

x
x x x C

+− − + + − + . 

 

Вариант 5 

а) 
( )( )

4 3

2

2 8 45 61

1 5 6

x x x
dx

x x x

+ − −
− + +

∫ .     Ответ: 2 8ln 1 5ln 3 ln 2x x x x C− − + + + + + . 
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б) 
( )

2

2

3 2

1

x
dx

x x

+
+

∫ . Ответ: 
5

2ln ln 1
1

x x C
x

+ + + +
+

. 

в) 
( )( )

2

2

3 6

1 6 13

x x
dx

x x x

+ −
+ + +

∫ . 

Ответ: 2 1 3
ln 6 13 ln 1 arctg

2 2

x
x x x C

++ + − + + + . 

 

Вариант 6 

а) 
( )( )

4 3 2

2

2 17 32 7

5 4 3

x x x x
dx

x x x

+ + −
+ + +

∫ . 

Ответ: 2 5ln 5 3ln 1 3ln 3x x x x x C− − + + + − + +  

б) 
3 2

5

1

x
dx

x x x

+
− − +∫ . Ответ: 

3
ln 1 ln 1

1
x x C

x
+ − − − +

−
. 

в) 
2

3

3 2

1

x x
dx

x

+ +
−∫ .       Ответ: 21 1 2 1

2ln 1 ln 1
2 3 3

x
x x x arctg C

+− − + + + + . 

 

Вариант 7 

а) 
( )( )

2

2

6 6 6

1 2

x x
dx

x x x

+ −
+ + −

∫ . Ответ: 3ln 1 ln 1 2ln 2x x x C+ + − + + + . 

б) 
( )( )

3

2

4 5

1 1

x x
dx

x x

− +
− −

∫ . Ответ: 
1

ln 1 2ln 1
1

x x x C
x

− − − + + +
−

. 

в) 
( )( )2

9 9

1 4 13

x
dx

x x x

−
+ − +

∫ . 

Ответ: 21 2
ln 4 13 ln 1 2arctg

2 3

x
x x x C

−− + − + + + . 

 

Вариант 8 

а) 
( )( )

4 3 2

2

2 17 32 7

5 4 3

x x x x
dx

x x x

+ +
+ + +

∫ . 

Ответ: 2 5ln 5 3ln 1 3ln 3x x x x x C− − + + + − + + . 

б) 
2

3 2

6 2 1

2

x x
dx

x x x

− −
− +∫ . Ответ: 

3
ln ln 1

1
x x C

x
− − − − +

−
. 
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в) 
3

7 10

8

x
dx

x

−
+∫ .                Ответ: 2 1 1

ln 2 4 2ln 2 arctg
3 3

x
x x x C

−− + − + + + . 

 

Вариант 9 

а) 
( )( )

4 3

2

2 7 3 20

2 2 3

x x x
dx

x x x

− + +
− − −

∫ .  

Ответ: 2 4ln 2 3ln 3 3ln 1x x x x x C+ − − + − + + + . 

б) 
( )( )

2

2

3 1

1 1

x
dx

x x

+
− −

∫ . Ответ: 
2

2ln 1 ln 1
1

x x C
x

− − + + +
−

. 

в) 
3

7 10

8

x
dx

x

−
+∫ .                Ответ: 2 1 1

ln 2 4 2ln 2 arctg
3 3

x
x x x C

−− + − + + + . 

 

Вариант 10 

а) 
( )( )2

37 85

4 2 3

x
dx

x x x

−
− + −

∫ . Ответ: 4ln 1 7ln 3 ln 4x x x C− − + + − + . 

б) 
3 2

3 2

2 2 1x x x
dx

x x

− − +
−∫ . Ответ: 

1
ln 2ln 1x x x C

x
+ + − − + . 

в) 
( )( )

2

2

4 3 17

1 2 5

x x
dx

x x x

+ +
− + +

∫ . 

Ответ: 21 3 1
3ln 1 ln 2 5 arctg

2 2 2

x
x x x C

+− + + + − + . 
 

Вариант 11 

а) 
( )( )

2

2

3 3 24

3 2

x x
dx

x x x

+ −
− − −

∫ . Ответ: 2ln 2 3ln 3 2ln 1x x x C− + − − + + . 

б) 
3

3 2

1x
dx

x x

+
−∫ . Ответ: 

1
ln 2ln 1x x x C

x
+ − + − + . 

в) 
( )( )

2

2

5 40

2 2 10

x x
dx

x x x

− +
+ − +

∫ .  

Ответ: 2 1
3ln 2 ln 2 10 arctg

3

x
x x x C

−+ − − + + + . 

 

Вариант 12 

а) 
( )( )

2

2

19 6

1 5 6

x x
dx

x x x

− +
− + +

∫ . Ответ: 18ln 3 ln 1 16ln 2x x x C+ − − − + + . 
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б) 
( )

4 3

2

4 8 2

1

x x x
dx

x x

+ − −
+

∫ . Ответ: 2 5
2 2ln 2ln 1

1
x x x C

x
− − + − +

+
. 

в) 
2

3

4 12

8

x x
dx

x

− −
+∫ .     Ответ: 21 1 1

ln 2 4 2ln 2 arctg
2 3 3

x
x x x C

−− + − + − + . 

 

Вариант 13 

а) 
( )( )

4 3

2

2 8 17 5

2 2 3

x x x
dx

x x x

+ − −
+ + −

∫ . Ответ: 2 ln 1 ln 2 2ln 3x x x x C− − + + − + + . 

б) 
2

3 2

2 5 1

2

x x
dx

x x x

− +
− +∫ . Ответ: 

2
ln ln 1

1
x x C

x
+ − + +

−
. 

в) 
4 2

4 2

4

x
dx

x x

+
+∫ . Ответ: 21 1 1

ln ln 4 arctg
2 2 4 2

x
x x C

x
− − + + + . 

 

Вариант 14 

а) 
( )( )

4

2

6

2 1

x
dx

x x+ −
∫ . Ответ: 23 12 ln 1 3ln 1 32ln 2x x x x x C− + − − + + + + . 

б) ( )( )
2

2

4

2 1 1

x
dx

x x x− + +
∫ . Ответ: 

2
3ln 1 ln 1

1
x x C

x
− − + + +

−
. 

в) 
( )( )2

4 10

2 2 10

x
dx

x x x

−
+ − +

∫ . 

Ответ: 21 1 1
ln 2 10 ln 2 arctg

2 3 3

x
x x x C

−− + − + + + . 

 

Вариант 15 

а) 
( )( )

4 3 2

2

2 7 2 13

1 5 6

x x x
dx

x x x

− + +
+ − +

∫ . Ответ: 2 2ln 1 ln 2 ln 3x x x x x C+ + + + − + − + . 

б) 
3 2

2

2

x
dx

x x x

+
− +∫ . Ответ: 

3
2ln 2ln 1

1
x x C

x
− − − +

−
. 

в) 
( )( )

2

2

2 4 20

1 4 13

x x
dx

x x x

+ +
+ − +

∫ . 

Ответ: 21 2
ln 1 ln 4 13 3arctg

2 3

x
x x x C

−+ + − + + + . 
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В заключение подводим итоги, что для интегрирования рациональ-
ных дробей нужно:  

1. Выяснить правильная дробь или неправильная; и в случае, если 
дробь неправильная, разделив числитель на знаменатель, отделить целую 
часть и правильную рациональную дробь; 

2. В правильной рациональной дроби разложить знаменатель на 
множители; 

3. Правильную рациональную дробь представить в виде суммы про-
стейших дробей; 

4. Проинтегрировать целый многочлен и сумму простейших рацио-
нальных дробей. 

 
Домашнее задание 

 

1. Изучить теоретический материал по теме «Интегрирование ирра-
циональных функций. Интегрирование дифференциальных биномов». 

2. Найти интегралы:  

а)
( )( )

4 2

2

6 30 30

2 1

x x
dx

x x

+ +
+ −

∫ . 

Ответ: 23 12 ln 1 3ln 1 2ln 2x x x x x C− + − − + + + + . 

б) 
3 2

dx

x x+∫ . Ответ: 
1

ln 1 lnx x C
x

+ − − + . 

в) 
( )( )

2

2

23

1 6 13

x
dx

x x x

+
+ + +

∫ . 

Ответ: 2 3
3ln 1 ln 6 13 5arctg

2

x
x x x C

++ − + + − + . 

г)
5 3 2

4

2 2

1

x x x
dx

x

− +
−∫ .   Ответ: 21 1 1

ln 1 ln 1 arctg
4 4 2

x x x x C+ − − − − + . 

3. Задания для систематизации, повторения: 
1) Найти: 

а) ( )cos 3 7x dx−∫ ;  г) 
( )3
1 ln x

dx
x

+
∫ ;  ж) 

( )10
5 2

dx

x +
∫ . 

б) 
25 7

xdx

x +∫ ;   д) 2 3 9x x dx+∫ ; 

в) 2 7xe dx+
∫ ;   е) 

2

2

tg

cos

x
dx

x
∫ ; 
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2)  Представить в виде суммы простейших дробей (не находя коэф-
фициентов): 

а) 
3

2x

x x

+
+

;   в) 
( )

2

2

3 2

1

x x

x x

− −
+

;  д) ( )( )2

4

1 1

x

x x− +
. 

б) 
3

3 9

1

x

x

−
−

;   г) 
3 2

2x

x x

+
+

; 

 

VI. Интегрирование некоторых иррациональных функций 
 

1. Просмотр выполнения домашнего задания. 
2. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного ма-

териала. 
Напоминаем, что функция, содержащая действие извлечение корня 

(возведение в дробную степень), называется иррациональной. В тех случа-
ях, когда непосредственным интегрированием взять интеграл не удаётся, 
прибегают к методу подстановки с тем, чтобы подынтегральное выраже-
ние привести к рациональному виду. 

Рассмотрим наиболее часто употребляемые случаи: 

1) 
31 2

31 2
1 2, , , ,.., ,где ( , ,.., )

k

k

m mm m

n nn n p
kR x x x x x dx x t p HOK n n n

 
  = = =
 
 

∫ . 

Обучающий пример 1. 
3

3 4 2

x x
dx

x x

+

+
∫ . 

Решение: 
11

632

4 5
3

, т. к. (2,3) 6

6
2

x t НОКx x
dx

dx t dt
x x

= =+ = =
=

+
∫  

( )3 2 5 2

8 6 2 2

6 2
6 6 1

2 2 2

t t t t t t
dt dt dt

t t t t

+ + − = = = + = + + + 
∫ ∫ ∫  

( )2 2 2 22

2
6 6 12 6 3 12

2 2 2 2

t dt tdt dt
dt dt t

t t t t
= + − = + − =

+ + + +
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 1
6 3ln 2 12 arctg

2 2

t
t t C= + + − ⋅ + =

6
6 36 3ln 2 6 2 arctg

2

x
x x C+ + + + . 
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2) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2, , ,..,
k

k

mm m

n n nR x ax b ax b ax b dx
 

+ + + = 
 

∫  

( )1 2, где , ,..,p
kax b t p НОК n n n= + = = . 

Обучающий пример 2. 
2 2

dx

x x+ + +∫ . 

Решение. 
2

2

22
2 2ln 1

12 2 2

dx tdt dtx t
t C

tx x t tdx tdt

+ == = = = + + =
++ + + +=∫ ∫ ∫  

2ln 2 1x C= + + + . 

3) 

1 2

1 2, , ,..,

k

k

mm m

n n nax b ax b ax b
R x dx

cx d cx d cx d

 
+ + +       =      + + +      

 

∫  

( )1 2, где , ,..,p
k

ax b
t p НОК n n n

cx d

+= = =
+

. 

Обучающий пример 3. 
2

1 1 x
dx

xx

+
∫ . 

Решение: Подынтегральное выражение есть рациональная функция 

от переменной x и от выражения 
1 x

x

+
, поэтому введём подстановку 

21 x
t

x

+ = . 

( )
( )

( )

2
2

22
2 22

22

1 1
,

11 1 2
12

1
1

x
t x

x tx tdt
dx t ttdtxx dx t

t

+ = =  −+  = = − ⋅ ⋅ − = = −  −
 −

∫ ∫  

3
2 32 2 1

2
3 3

x
t dt t C C

x

+ = − = − + = −  
 

∫ . 

4) Интеграл от дифференциального бинома   

( ) pm nx a bx dx+∫ , 

где m, n, p – рациональные числа, сводится к интегралу от рациональной 
функции в трёх случаях (доказано П.Л. Чебышевым). 
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а) p – целое. Тогда, если p > 0, подынтегральное выражение раскла-

дывается по формуле бинома Ньютона; если же  p < 0, то полагаем kx t= , 
где k – общий знаменатель дробей  m  и  n. 

б) 
1m

n

+
 − целое. Полагаем n ka bx t+ = ,  k – знаменатель дроби  р. 

в) 
1m

p
n

+ + − целое. Полагаем n k na bx t x+ = , где k – знаменатель 

дроби  р. 

Обучающий пример 4. 

21 1
3 22J x x dx
 
 = +
 
 

∫ . 

Решение: 

21 1
3 22J x x dx
 
 = +
 
 

∫ . Здесь р = 2 − целое число, значит, 

имеем случай  а), следовательно, 

1 4 5 1 7 11 41
3 3 6 3 3 6 32 3 24

4 4 4 4 3
7 11

J x x x dx x x x dx x x x C
  
  = + + = + + = + + +

   
   

∫ ∫ . 

Обучающий пример 5. 
3

3 2

1 x
dx

x

+
∫ . 

Решение: 

1
2 1 23
3 3

3 2

1
1

x
dx x x dx

x

−  +
 = +
 
 

∫ ∫ . Здесь 
2

3
m = − , 

1

3
n = , 

1

2
p = , 

2
11 3 1

1
3

m

n

− ++ = =  − целое число, имеем случай б), тогда 

1 11
2 23 32 1 2

3 3
2 2
3 3

1 , 1,
1

1
2 , 6

3

x t x t
x x dx

x dx tdt x dx tdt

−

− −

+ = = − 
 + = =
 
  = =

∫  

3
1 2

2 3 36 2 2 1t dt t C x C
 
 = = + = + +
 
 

∫ . 
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Обучающий пример 6. ( )
1

11 4 21x x dx
−− +∫ . Здесь 11m = − , 4n = , 

1

2
p = − , 

1 11 1 1
3

4 2

m
p

n

+ − ++ = − = −  − целое число, имеем случай б): 

( ) ( )
( )

( )

4 4 2
1

2 41
11 4 2

4 2
5

2 4

1
1 , ,

1
1

1 1,

2 1

x x t x

t
x x dx

tdt
x t dx

t

−−

+ = =

−
+ = =

− = = −

−

∫  

( ) ( )
( )

11 1
2 4 24 2

5
2 4

1
1

2
1

tdt
t x t

t

−
= − − =

−
∫  

( ) ( ) ( )
1

6 3 12 2
2 2 24 2 2

2

1 1
1 1 1

2 21

t
t tdt t t dt

t

−
 

= − − = − − ⋅ − =  − 
∫ ∫  

( ) ( )
5 322 4 21 1 1 2

1 2 1
2 2 2 5 3

t t
t dt t t dt t C

 
= − − = − − + = − − + + =  

 
∫ ∫  

( ) ( )
5 3 5 34 4 4

10 6 2

1 1 1
1 1 1

10 3 2 10 3 2

t t t
C x x x C

x x x
= − + − + = − + + + − + + . 

 

3. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а) 
41

xdx

x−∫ .             Ответ: 4 45 3 4 44 4
2 4 4ln 1

5 3
x x x x x x C− − − − − − − + . 

б) 
2 3

dx

x+ +∫ . Ответ: 2 3 4ln 3 2x x C+ − + + + . 

в) 
3

3 1 2

3 1 2 3 1

x
dx

x x

+ +
+ + +∫ . Ответ: ( ) ( ) ( )5 26 31 4

3 1 3 1 2 3 1
3 5

x x x+ − + + + −  

3 6 64 3 1 12 3 1 48 3 1 96ln 3 1 2x x x x C− + + + − + + + + + . 

г) 
( )2

41

dx

x x+
∫ . Ответ: 4

4

1
4 ln 1

1
x C

x

 + + + + 
. 
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Вариант 2 

а) 
3 24

xdx

x x−
∫ . Ответ: 

6
6

6

2
2 24 24ln

2

x
x x C

x

−+ + +
+

. 

б) 
( )1 4

dx

x x+ +∫ . Ответ: 
1 4 3

ln
3 4 3

x
C

x

+ − +
+ +

. 

в) 
( )23 2 1 2 1

dx

x x+ − +
∫ .    Ответ: 3 6 63

2 1 3 2 1 3ln 2 1 1
2

x x x C+ + + + + − + . 

г)

( )52 33 1

dx

x x+
∫ . Ответ: 

( )
3

233

2 3

2 1

x
C

x x

+− +
+

. 

 

Вариант 3 

а) ( )
3 2

31

x x x
dx

x x

+ +
+

∫ . Ответ: 3 2 6 63
6 6arctg

2
x x x C+ − + . 

б) 
1

xdx

x −∫ . Ответ: ( )32
1 2 1

3
x x C− + − + . 

в) 
6

3

1

1 1

x
dx

x x

−
− + −∫ . 

Ответ: ( )2 3 6 633
1 2 1 3 1 6 1 6ln 1 1

2
x x x x x C− − − + − − − + − + + . 

г) 
3 61 x

dx
x

+
∫ .   Ответ: 

( ) ( ) ( )10 41 6 1 63 3
71 63

1 12
18 1

10 7 4

x x
x C

 
+ + 

− + + + 
 
 

. 

 

Вариант 4 

а) ( )
3 2 6

31

x x x
dx

x x

+ +
+

∫ . Ответ: 3 2 6 63
6 6arctg

2
x x x C+ − + . 

б) 
2

dx

x x −∫ . Ответ: 
2

2 arctg
2

x
C

− + . 

в) 
3

3

3 1

x
dx

x

+
+ +∫ .  

Ответ:  ( ) ( )7 5 6 66 66 6
3 3 2 3 6 3 arctg 3

7 5
x x x x x C+ − + + + − + − + + . 
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г) 
3

21

x
dx

x+
∫ . Ответ: 

( )2 21 2

3

x x
C

+ −
+ . 

 

Вариант 5 

а) 
3 2

x
dx

x x−
∫ . Ответ: 

6
6

6

1
2 6 3ln

1

x
x x C

x

−+ + +
+

. 

б) 
3

xdx

x +∫ . Ответ: 
2

3 6 3
3

x x C+ − + + . 

в) 
( )

( )( )
2 63

3

1 1 1

1 1 1

x x x
dx

x x

+ + + + +

+ + +
∫ . Ответ: ( )2 633

1 6arctg 1
2

x x C+ + + + . 

г) 
3

3 2

1 x
dx

x

+
∫ . Ответ: ( )3 21 32 1 x C+ + . 

 

Вариант 6 

а) ( )
3 2

61

x x
dx

x x

−
+

∫ . Ответ: 3 2 3 31
ln 1

4
x x x C− + + + . 

б) 
32 1 2 1

2 1

x x
dx

x

+ + +
+∫ . Ответ: ( ) ( )561 3

2 1 2 1
2 5

x x C+ + + + . 

в) 
3 5

dx

x+ +∫ . Ответ: 2 5 6ln 5 3x x C+ − + + + . 

г) 
3

21

x
dx

x−
∫ . Ответ: ( )

2
21

2
3

x
x C

− − − + . 

 

Вариант 7 

а) 
3 24

x
dx

x x−
∫ . Ответ: 

6
6

6

1 3 3 2 1
ln

2 8 32 2 1

x
x x C

x

−+ + +
+

. 

б) 
1 1

dx

x+ −∫ . Ответ: 2 1 2ln 1 1x x C− − + − + . 

в) 
( )2 63

3

1 1

1 1

x x
dx

x x

+ + +
+ + +∫ . Ответ: ( ) ( )7 56 66 6

1 ( 1) 1
7 5

x x x C+ − + + + + . 

г) 
3

23

x
dx

x+
∫ . Ответ: 

( )2 23 6

3

x x
C

+ −
+ . 
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Вариант 8 

а) 
3 24

x
dx

x x−
∫ . Ответ: 

6
6

6

1 3 3 2 1
ln

2 8 32 2 1

x
x x C

x

−+ + +
+

. 

б) 
1 1

dx

x+ −∫ . Ответ: 2 1 2ln 1 1x x C− − + − + . 

в) 
( )2 63

3

1 1

1 1

x x
dx

x x

+ + +
+ + +∫ . Ответ: ( ) ( )7 56 66 6

1 ( 1) 1
7 5

x x x C+ − + + + + . 

г) 
3

23

x
dx

x+
∫ . Ответ: 

( )2 23 6

3

x x
C

+ −
+ . 

 

Вариант 9 

а) 
4

1

x x
dx

x

+

+
∫ .  

Ответ: 4 3 4 44
2 4 2ln 1 4arctg

3
x x x x x x C+ − − + + + + . 

б) 
1

1

x
dx

x x

+
−∫ . Ответ: 2 1 2arctg 1x x C− + − + . 

в) 
6

3

3

3 3

x
dx

x x

+
+ + +∫ . 

Ответ: ( ) ( )2 6 63 33
3 2 3 3 3 6 3 6ln 3 1

2
x x x x x C+ − + + + − + + + + + . 

г) 
( )

3

2 21 1

x
dx

x x− −
∫ . Ответ: 

2

2

2

1

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 10 

а) 
4 1

x
dx

x +
∫ .          Ответ: 4 45 3 6 44 4

2 4 4ln 1
5 3

x x x x x x C− − − + − + + . 

б) 
3 6

dx

x+ −∫ . Ответ: 2 6 6ln 6 3x x C− − − + + . 

в) ( )3

1 1

1 1 1

x
dx

x x

− +
+ + +

∫ . 

Ответ: ( )23 6 3 633
3 1 1 6 1 3ln 1 1 6arctg 1

2
x x x x x C+ − + + + − + + − + + . 
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г) 
( )

3

2 22 2

x
dx

x x− −
∫ . Ответ: 

2

2

4

2

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 11 

а) 
( )( )3

6 5

1 1x x
dx

x

+ +
∫ . Ответ: 3 2 63

2 6
2

x x x x C+ + + + . 

б) 
2 8

dx

x+ −∫ . Ответ: 2 8 4ln 8 2x x C− − − + + . 

в) 
6

3

1 3 1

3 1 3 1

x
dx

x x

+ +
+ − +∫ . 

Ответ: ( )2 3 6 631 4
3 1 3 1 2 3 1 4 3 1 4ln 3 1 1

2 3
x x x x x C+ − + + + + + + + − + . 

г) 
( )

3

2 23 3

x
dx

x x− −
∫ . Ответ: 

2

2

6

3

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 12 

а) 
3 23

x
dx

x x+
∫ . Ответ: 6 62 2 2 3

arctg 9
3 3 9

x x x C− + + . 

б) 
( )1

dx

x x−∫ . Ответ: 
1

ln
1

x
C

x

− +
+

. 

в) 
41 2 1 2

dx

x x− − −∫ . Ответ: 4 4(2 1 2 1 2 2ln 1 2x x x C− − − − − − + . 

г) 
( )

3

2 24 4

x
dx

x x− −
∫ . Ответ: 

2

2

8

4

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 13 

а) 
( )

( )
3 2 6

3 1

x x x
dx

x x

+ +

+
∫ . Ответ: 

2
633

6arctg
2

x x C+ + . 

б) 
10

xdx

x +∫ . Ответ: 2 2 10 arctg
10

x
x C− + . 
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в) 
3

2 3

1 2 3

x
dx

x

−
+ −∫ . 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
7 5 1 1 1
6 6 2 6 6

1 1 1
3 2 3 2 3 2 3 2 3 arctg 2 3

7 5 3
x x x x x C

 
− − − + − − − + − + 

 
. 

г) ( )
3

3 2 21x x dx
−

−∫ . Ответ: 
2

2

2

1

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 14 

а) ( )3

1

1

x
dx

x x

−
+

∫ .   Ответ: 3 2 3 6 3 63
3 6 3ln 1 6arctg

2
x x x x x C− − + + + + . 

б) 
7

dx

x x −∫ . Ответ: 2arctg 7x C− + . 

в) 
3

1

1

x x
dx

x

+ +
+∫  Ответ: 23 1 1 1

6 ( 1)
10 7 4

x x
x C

 + ++ + − + 
 

. 

г) 
( )

3

2 25 5

x
dx

x x− −
∫ . Ответ: 

2

2

10

5

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 15 

а) 
3

dx

x x+
∫ . Ответ: 3 6 62 3 6 6ln 1x x x x C− + − + + . 

б) 
2

3

x
dx

x

+
−∫ . Ответ: 

2 5
2 2 5ln

2 5

x
x C

x

+ −+ − +
+ +

. 

в) 
( )( )

6

3

2 1 1

2 1 2 1 1

x
dx

x x

− +
− − −

∫ . Ответ: ( )6 63 2 1 1 ln 2 1x x C− − − − + . 

г) ( )
3

3 2 27x x dx
−

−∫ . Ответ: 
2

2

14

7

x
C

x

− +
−

. 

 

Вариант 16 

а) 
3 2

x
dx

x x+
∫ . 

Ответ: 6 35 2 3 6 61 1 1 1
6 ln 1

5 4 3 2
x x x x x x C − + − + − + + 

 
. 
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б) 
4x

dx
x

+
∫ . Ответ: 

4 2
2 4 ln

4 2

x
x C

x

+ −+ + +
+ +

. 

в) 
( )3

1 1

dx

x x+ − +
∫ . Ответ: 2arctg 1x C+ + . 

г) 
3 4 1x

dx
x

+
∫ . Ответ: ( ) ( )7 3 4 3

4 412
1 3 1

7
x x C+ − + + . 

 

Студент решает у доски: 

( )52 33 1

dx

x x+
∫ . Ответ:

( )
3

233

2 3

2 1

x
C

x x

+−
+

. 

 
Домашнее задание 

 

1. Изучить теоретический материал по теме «Интегрирование три-
гонометрических функций». 

2. Найти интегралы: 

а) 
3 2 6

3 4

x x x
dx

x x

+ +

+
∫ . Ответ:

2
633

6 arctg
2

x x C+ ⋅ + . 

б) 
( )23 2 2

dx

x x+ − +
∫ . 

Ответ: 3 6 63 2 6 2 6 ln 2 1x x x C⋅ + + ⋅ + + ⋅ + − + . 

в) 
( )10

41

dx

x x+
∫ . Ответ: 

( ) ( )8 9
4 4

1 1

8 1 9 1
C

x x
− + +

⋅ + ⋅ +
. 

г) 

( )32 21

dx

x x+
∫ . Ответ: 

2

2

1

1

x x
C

x x

+− − +
+

. 

 
VII. Интегрирование тригонометрических функций 
 

1. Устно указать подстановку для нахождения интегралов: 

1 3

1

3

x
J dx

x x

−=
−∫ ,   

( )
3

2 2

1

1 1

x dx
J

x x

+=
− −

∫ , 

3 41 3 1 3

dx
J

x x
=

− − −∫ ,  4 4 31

x
J dx

x
=

+
∫ . 
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2. Беглый просмотр выполнения домашнего задания. 
3. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного ма-

териала (графической схемы, информационной таблицы). 
Обращаем внимание на то, что интегралы от тригонометрических 

функций во многих ситуациях удается рационализировать либо сущест-
венно упростить. Рассмотрим наиболее типичные случаи. 

 

1) sin cosm nx dx∫ . 

а) Если m – нечетное положительное число, то подстановка cosx t= . 
Если n – нечетное положительное число, то sinx t= . 

Обучающий пример 1. Найти 4 3sin cosx x dx∫ . 

Решение: Так как одна из степеней является нечетной (п = 3), то, 
предварительно отделив от нечетной степени множитель в 1-й степени, 
вводим новую переменную: 

( )4 3 4 2 4 2sin cos sin cos cos sin 1 sin cosx x dx x x x dx x x x dx= = − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )4 2 4 6sin
1

cos

x t
t t dt t t dt

xdx dt

=
= = − = − =

= ∫ ∫  

5 7 5 7sin sin

5 7 5 7

t t x x
C C= − + = − + . 

б) если  m  и  n – четные неотрицательные, то применяют формулы 
понижения степени: 

2 1 cos2
sin

2

x
x

−= ; 2 1 cos2
cos

2

x
x

+= ; 
1

sin cos sin 2
2

x x x= . 

Обучающий пример 2. Найти 4 2sin cosx x dx∫ . 

Решение: 

( )24 2 2sin cos sin sin cosx x dx x x x dx= =∫ ∫  

( )
2

21 cos2 1 1
sin 2 1 cos2 sin 2

2 2 8
x

x dx x x dx
−  = ⋅ = − = 

 
∫ ∫  

2 21 1
sin 2 sin 2 cos2

8 8
x dx x x dx= − =∫ ∫  

2sin 21 1 cos4 1
2cos28 2 8 2

x tx dt
dx t

xdx dt

=−= − − =
=∫ ∫  

( )
3 31 1 1 sin 4 sin 2

cos4
16 16 3 16 4 3

t x x
dx x dx x C

 
= − − ⋅ = − − +  

 
∫ ∫ . 
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в) ( )m n+  − четное отрицательное. Подстановка tgx t=  (или 

ctgx t= ). 

Обучающий пример 3.  Найти 
3cos sin

dx

x x
∫ . 

Решение: 1 3cos sinx x dx− −
∫ . 

Здесь 4m n+ = − . Обозначим  tgx t= ,  тогда 

arctgx t= , 
21

dt
dx

t
=

+
, 

2
sin

1

t
x

t
=

+
, 

2

1
cos

1
x

t
=

+
. 

( )

22 3
3 3 3

32 2

11
cos sin 1

1 1

dt
dx t dtt dt t dt

tx x t t

t t

−++= = = + =
⋅

+ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2
2

1 1
ln ctg ln tg

22
t C x x C

t
= − + + = − + + . 

 

2) Если под знаком интеграла стоит выражение ( )sin ,cosR x x , полу-

чающееся из функций sinx  и cosx , и некоторых констант с помощью че-

тырех арифметических действий (т. е. ( )sin ,cosR x x  является рациональ-

ной функцией от sinx  и cosx ), то данный интеграл ( )sin ,cosR x x dx∫  сво-

дится к интегралу от рациональной функции при помощи универсальной 

тригонометрической подстановки tg
2

x
t = . Тогда 

2

2
sin

1

t
x

t
=

+
, 

2

2

1
cos

1

t
x

t

−=
+

, 
2

2

1

dt
dx

t
=

+
. 

Наиболее быстро вычисляются с помощью подстановки tg
2

x
t =  ин-

тегралы вида  
sin cos

dx

a x b x c+ +∫ ,   где   a или b  не равны нулю. 

Обучающий пример 4.  Найти 
4sin 3cos 5

dx

x x− −∫ . 

Решение. Воспользуемся универсальной тригонометрической под-
становкой: 
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2

2 2

2

tg
2

2 1
sin ,  cos

4sin 3cos 5 1 1
2

1

x
t

dx t t
x x

x x t t
dt

dx
t

=

−= = = =
− − + +

=
+

∫  

( ) ( )
2

2 2 2

2 2

2
21

2 1 8 3 1 5 14 3 5
1 1

dt
dtt

t t t t t
t t

+= = =
− − − − +⋅ − ⋅ −

+ +

∫ ∫  

( )2 2

1 1

24 4 2 tg 2
2

dt dt
C C

xtt t t
= − = − = + = +

−− + − −
∫ ∫ . 

Хотя универсальная подстановка позволяет найти любой интеграл 
вида ( )sin ,cosR x x dx∫ , однако в большинстве случаев она приводит к че-

ресчур громоздким вычислениям, и тогда удобнее пользоваться другими 
более эффективными подстановками. 

 

3) Если ( )sin ,cosR x x  меняет знак с изменением знака cosx , то 

применяется подстановка sinx t= . 
 

4) Аналогично, если ( )sin ,cosR x x  меняет знак с изменением знака 

sinx , то применяется подстановка cosx t= . 

Обучающий пример 5. Найти 
sin sin 2

dx

x x∫ . 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию: 

2

1 1 1

sin sin 2 sin 2sin cos 2sin cosx x x x x x x
= =

⋅
. 

Теперь видно, что эта функция меняет знак при замене cosx  на (−cosx ). 
Поэтому, воспользуемся подстановкой sinx t= , предварительно домножив 
числитель и знаменатель преобразованной подынтегральной дроби на cosx : 

( )2 2 2 2

sin1 cos 1 cos
cossin sin 2 2 2sin cos sin 1 sin

x tdx xdx xdx

xdx dtx x x x x x

=
= = = =

=−
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

2 22 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 11 1

dt t t dt dt
dt

t tt t t t

− +  = = = + = − − −
∫ ∫ ∫ ∫  
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1 1 1 1 1 2 1 sin
ln ln

2 2 1 4 sin 1 sin

t x
C C

t t x x

 +   + = − + + = − + +   − −   
. 

 

5) Если выполняется равенство ( ) ( )sin , cos sin ,cosR x x R x x− − = , 

то выгоднее применять подстановку tgx t=  или ctgx t= . Это относится к 

интегралам вида       
2 2sin sin cos cos

dx

a x b x x c x d+ + +∫ . 

Обучающий пример 6. 
2 2sin 4sin cos 5cos

dx

x x x x− +∫ . 

Решение. Подынтегральная функция четная относительно синуса и 
косинуса: 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2

1 1

sin 4sin cos 5cossin 4 sin cos 5 cos x x x xx x x x
=

− +− − − − + −
, 

поэтому применим подстановку tgx t= , при этом  

2 2

1 1
cos

1 tg 1
x

x t
= =

+ +
,   

2
sin tg cos

1

t
x x x

t
= ⋅ =

+
,   

21

dt
dx

t
=

+
. 

Получаем  

2

2 2 2

2 2 2 2

1
sin 4 sin cos 5 cos 1 1

4 5
1 1 1 1

dt
dx t

x x x x t t

t t t t

+= =
− ⋅ + ⋅ − ⋅ +

+ + + +

∫ ∫  

( )
( )

( )2 2 2

2

4 5 2 1 2 1

d tdt dt

t t t t

−
= = = =

− + − + − +
∫ ∫ ∫  

( ) ( )arctg 2 arctg tg 2t C x C= − + = − + . 

Можно было избежать выражения cosx , sinx  и  dx  через  t, разделив 
числитель и знаменатель на cos2x. 

Действительно,  

2

2 2 2 2

2 2 2

cos
sin 4sin cos 5cos sin sin cos cos

4 5
cos cos cos

dx
dx x

x x x x x x x x

x x x

= =
− + − +

∫ ∫  

2

2 2
2

tg
cos 1

tg 4tg 5 4 5
cos

dx x t
dtx

dx dtx x t t
x

=
= = =

=− + − +∫ ∫ . 
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В дальнейшем рекомендуем замечать и не упускать возможности 
подобных упрощений. 

 

6) При вычислении интегралов sin cosnx kxdx∫ ,  sin sinnx kxdx∫ ,  

cos cosnx kxdx∫   пользуются тригонометрическими формулами: 

( ) ( )( )1
sin cos sin sin

2
α β= α − β + α + β , 

( ) ( )( )1
sin sin cos cos

2
α β= α − β − α + β , 

( ) ( )( )1
cos cos cos cos

2
α β= α − β + α + β . 

Обучающий пример 7. Найти sin 4 sin6x xdx∫ . 

Решение.  ( ) ( )( )1
sin 4 sin6 cos 4 6 cos 4 6

2
x xdx x x x x dx= − − + =∫ ∫  

( )1 1 1
cos2 cos10 cos2 cos10

2 2 2
x x dx xdx x dx= − = − =∫ ∫ ∫  

1 1
sin 2 sin10

4 20
x x C= − + . 

 

7) При вычислении интегралов вида ( )tgR x dx∫   и  ( )ctgR x dx∫  в 

большинстве случаев выгодно применять подстановку tgx t=  или  

ctgx t= . В частном случае интегралы вида tgm xdx∫   и  ctgm xdx∫ , где m  − 

целое положительное число можно применять формулы: 

2
2

1
tg 1

cos
x

x
= −   или  2

2

1
ctg 1

sin
x

x
= − , 

с помощью которых последовательно понижается степень тангенса или 
котангенса. 

Обучающий пример 8. Найти 7tg x dx∫ .  

Решение. Первый способ. Имеем 

( )7 5 5 5
2

1
tg tg 1 tg tg tg

cos
xdx x dx xd x xdx

x

 = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

6
3

2

tg 1
tg 1

6 cos

x
x dx

x

 = − − = 
 

∫
6 3

2 2

tg tg 1
tg 1

6 cos cos

x x
dx x dx

x x

 − + − = 
 

∫ ∫  

6 4 2tg tg tg
ln cos

6 4 2

x x x
x C= − + + + . 
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Второй способ. 

( )
7

7 5 3
2 2 2

tg tg ,
1 1 1

dt t tdt
xdx x t dx dt t t t dt

t t t
= = = = = − + −

+ + +∫ ∫ ∫ ∫  и т.д. 

 

4. Выполнить самостоятельно; каждый студент решает свой вариант 
(два студента у доски выполняют свои задания). 

 

Вариант 1 

а) 5 4 3sin cosx xdx∫ . Ответ: 5 59 195 5
sin sin

9 19
x x C− + . 

б) 2 4sin cosx xdx∫ . Ответ: 21 1 1
sin 4 sin 2

16 64 48
x x x C− + + . 

в) 
5 4sin 2cos

dx

x x− +∫ . Ответ: 
3tg 42 2arctg

5 5

x

C
−

+ . 

г) 2tg 5xdx∫ .  Ответ: 
1

tg5
5

x x C− + . 

д) 
25 3sin

dx

x+∫ .  Ответ: 
1 2 2 tg

arctg
2 10 5

x
C+ . 

 

Вариант 2 

а) 4 5sin cosx x dx∫ . Ответ: 5 7 91 2 1
sin sin sin

5 7 9
x x x C− + + . 

б) 2 2sin cosx xdx∫ . Ответ: 
1 1

sin 4
8 32

x x C− + . 

в) 
5 2sin 3cos

dx

x x+ +∫ . Ответ: 
1 tg 1

arctg
3 3

x
C

+ + . 

г) 4ctg xdx∫ . Ответ: 31
ctg ctg

3
x x x C− + + + . 

д) 
23 2sin

dx

x−∫ . Ответ: 
1 tg

arctg
3 3

x
C+ . 

 

Вариант 3 

а) 
3

3

sin

cos cos

x
dx

x x
∫ . Ответ: 3 2

3

3 3
cos cos

5cos
x x C

x
+ + . 

б) 2cos
2

x
dx∫ . Ответ: ( )1

sin
2

x x C+ + . 



 139 

в) 
5 3cos 5sin

dx

x x+ −∫ . Ответ:
tg 41 2ln

3 tg 1
2

x

C
x

−
+

−
. 

г) 6ctg x dx∫ . Ответ: 
5 3ctg ctg

ctg
5 3

x x
x x C− + − − + . 

д) 
2 2sin 3sin cos cos

dx

x x x x+ −∫ . Ответ: 
1 2 tg 3 13

ln
13 2tg 3 13

x
C

x

+ − +
+ +

. 

 

Вариант 4 

а) 4 3sin cosx x dx∫ . Ответ: 
5 7sin sin

5 7

x x
C− + .  

б) 2sin 3x dx∫ .  Ответ: 
1 1

sin6
2 6

x x C − + 
 

. 

в) 
3 2cos sin

dx

x x+ −∫ . Ответ: 
tg 1

2arctg
2

x

C
−

+ . 

г) sin8 cos2x xdx∫ . Ответ: 
1 1 1

cos10 cos6
2 10 6

x x C − − + 
 

. 

д) 
2 2sin sin 2 3cos

dx

x x x+ +∫ . Ответ: 
1 tg 1

arctg
2 2

x
C

+ + . 

 

Вариант 5 

а) 5cos xdx∫ . Ответ:  
3sin

sin
3

x
x C− + . 

б) 4sin x dx∫ . Ответ:  
3 sin 2 sin 4

2 4 32

x x x
C− + + . 

в) 
5 4sin

dx

x+∫ . Ответ:  
5tg 42 2arctg

3 3

x

C
+

+ . 

г) 3ctg x dx∫ . Ответ:  21 1
ctg 3 ln sin3

6 3
x x C− − + . 

д) 
23cos 2

dx

x −∫ . Ответ:  
1 1 2 tg

ln
2 2 1 2 tg

x
C

x

+ +
−

. 
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Вариант 6 

а) 3 3sin cosx x dx∫ . Ответ: 
4 6sin sin

4 6

x x
C− + . 

б) 2cos 3x dx∫ . Ответ: 
1 1

sin6
2 6

x x C + + 
 

. 

в) 
8 4cos

dx

x+∫ . Ответ: 
tg1 2arctg

2 3 3

x

C+ . 

г) 4tg x dx∫ . Ответ: 31
tg tg

3
x x x C− + + . 

д) 
2 24cos 3sin

dx

x x+∫ . Ответ: 
1 3 tg

arctg
22 3

x
C+ . 

 

Вариант 7 

а) 2 5sin cosx x dx∫ . Ответ: 
3 5 7sin 2sin sin

5 5 7

x x x
C− + +  . 

б) 2sin 4x dx∫ . Ответ: 
1 1

sin8
2 8

x x C − + 
 

 . 

в) 
3sin 4cos

dx

x x−∫ . Ответ:  

1
tg1 2 2ln

5 tg 2
2

x

C
x

−
+

+
. 

г)  3tg xdx∫ . Ответ:  21
tg ln cos

2
x x C+ + . 

д) 
21 sin

dx

x+∫ . Ответ:  ( )1
arctg 2 tg

2
x C+ . 

 

Вариант 8 

а) 
3

4

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ:  

3

1 1

sin3sin
C

xx
− + + . 

б) 2cos 5xdx∫ . Ответ:  
1 1

sin10
2 10

x x C + + 
 

. 

в) 
5 4sin 2cos

dx

x x− +∫ . Ответ:  
3tg 42 2arctg

5 5

x

C
−

+ . 

г) 4ctg xdx∫ . Ответ:  31
ctg ctg

3
x x x C− + + + . 
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д) 
23cos 2

dx

x −∫ . Ответ:  
1 1 2 tg

ln
2 2 1 2 tg

x
C

x

+ +
−

. 

 

Вариант 9 

а) 
3

3 2

sin

cos

x
dx

x
∫ . Ответ:  23 1

3 cos cos 1
7

x x C − + 
 

. 

б) 4cos xdx∫ . Ответ:  
3 sin 2 sin 4

8 4 32

x x
x C− + + . 

в) 
4cos 3sin

dx

x x+∫ . Ответ: 
tg 21 2ln

15 tg
2 2

x

C
x

−
− +

−
 . 

г) 5tg xdx∫ .  Ответ:  
4 2tg tg

ln cos
4 2

x x
x C− + + . 

д) 
2 2sin 4sin cos 5cos

dx

x x x x− +∫ . Ответ:  ( )arctg tg 2x C− + . 

 

Вариант 10 

а) 
3

6

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ: 

3 5

1 1

3sin 5sin
C

x x
− + . 

б) 2sin 5x dx∫ . Ответ: 
1 1

sin10
2 10

x x C − + 
 

. 

в) 
2 4sin 3cos

dx

x x+ +∫ . Ответ: 
tg 4 211 2ln

21 tg 4 21
2

x

C
x

− −
− +

− +
. 

г) 4tg
2

x
dx∫ . Ответ: 32

tg 2tg
3 2 2

x x
x C− + + . 

д) 
24sin 4sin 2

dx

x x+∫ . Ответ: 
1 tg

ln
8 tg 2

x
C

x
+

+
. 

 

Вариант 11 

а) 
3

4

cos

sin

x
dx

x
∫ . Ответ: 

3

1 1

sin3sin
C

xx
− + + . 

б) 4cos
2

x
dx∫ . Ответ: 

3 sin sin 2

8 2 16

x x x
C− + + . 
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в) 
8 4sin 7cos

dx

x x− +∫ . Ответ: 
tg 5

2ln
tg 3

2

x

C
x

−
+

−
. 

г) sin3 cos5x xdx∫ . Ответ: 
1 1

cos8 cos2
16 4

x x C− + + . 

д) 
2 24sin 5cos

dx

x x−∫ . Ответ: 
1 2 tg 5

ln
4 5 2tg 5

x
C

x

− +
+

. 

 

Вариант 12 

а) 5 2cos sinx x dx∫ . Ответ: 3 51 2 1
sin sin sin7

3 5 7
x x x C− + + . 

б) 2 2sin cos
4 4

x x
dx∫ . Ответ: 

1
sin

8 8

x
x C− + . 

в) 
4 4sin 3cos

dx

x x− +∫ . Ответ: 
tg 71 2ln

3 tg 1
2

x

C
x

−
+

−
. 

г) sin10 sin15x xdx∫ . Ответ: 
1 1

sin 25 sin5
50 10

x x C− + + . 

д)  
2 23cos 4sin

dx

x x+∫ . Ответ: 
1 2tg

arctg
2 3 3

x
C+ . 

 

Вариант 13 

а) 3 2 3sin cosx xdx∫ . Ответ: 3 35 113 3
sin sin

5 11
x x C− + . 

б) 2sin 2x dx∫ . Ответ: 
1 1

sin 4
2 4

x x C − + 
 

. 

в) 
3cos 4sin

dx

x x−∫ . Ответ: 

1
tg1 2 3ln

5 tg 3
2

x

C
x

−
− +

+
. 

г) 2cos cos 3x xdx∫ . Ответ: 
1 1 1

sin sin5 sin7
2 2 20 28

x
x x C+ + + . 

д) 
21 3cos

dx

x+∫ . Ответ: 
1 tg

arctg
2 2

x
C+ . 
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Вариант 14 

а) 5 4sin cosx x dx∫ . Ответ: 
9

5 71 2 cos
cos cos

5 7 9

x
x x C− + − + . 

б) 2cos 2xdx∫ . Ответ: 
1 1

sin 4
2 4

x x C + + 
 

. 

в) 
5 3cos

dx

x+∫ . Ответ: 
tg1 2arctg

2 2

x

C+ . 

г) cos cos
2 3

x x
dx∫ .  Ответ: 

3 5
sin 3sin

5 6 6

x x
C+ + . 

д)  
216sin 4sin 2

dx

x x−∫ . Ответ: 
1 2 tg 1

ln
8 2tg

x
C

x

− + . 

 

Вариант 15 

а) 
3

55sin cosx x dx∫ .  

Ответ: 5 5 58 18 285 5 5
sin sin sin

8 9 28
x x x C− + + . 

б) 2 2sin 2 cos 2x x dx∫ . Ответ: 
1 1

sin8
8 64

x x C− + . 

в) 
3 5sin 3cos

dx

x x+ +∫ . Ответ: 
1

ln 5tg 3
5 2

x
C+ + . 

г) cos9 cos5x xdx∫ . Ответ: 
1 1

sin 4 sin14
8 28

x x C+ + . 

д) 
28sin 8sin 2

dx

x x−∫ . Ответ: 
1 tg 2

ln
16 tg

x
C

x

− + . 

 

Домашнее задание 
 

1. Повторить все методы интегрирования. 
2. Изучить интегрирование некоторых иррациональных функций с 

помощью тригонометрических подстановок. 
3. Найти интегралы: 

а) 
3

3 4

sin

cos

x
dx

x
∫ . Ответ: 3 5

3

3 3
cos

5cos
x C

x
+ + . 

б) 2 2sin 4 cos 4x x dx∫ . Ответ:  
1 1

sin16
8 16

x x C − + 
 

. 
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в) 
4sin 3cos 5

dx

x x− −∫ . Ответ: 
1

tg 2
2

C
x

+
−

. 

г) 
2 23sin 5cos

dx

x x+∫ . Ответ: 
1 3

arctg tg
515

x C
 

+ 
 

. 

д) cos2 sin 4x x dx∫ . Ответ: 
1 1

cos6 cos2
12 4

x x C− − + . 

 
VIII. Интегрирование некоторых иррациональных функций 

с помощью тригонометрических подстановок. Итоговое повторе-
ние, вычисление интегралов от различных классов функций 

 

1. Устно указать метод для нахождения интегралов: 

а) 30 3sin cosx x dx∫ . 

б) 2sin 3x dx∫ . 

в) 
2sin 3cos 5

dx

x x− +∫ . 

г) 
2 2sin 3cos

dx

x x+∫ . 

д) sin5 cos3x x dx∫ . 

е) 3tg 2x dx∫ . 

2. Просмотр выполнения домашнего задания. 

3. Краткий теоретический обзор с использованием лекционного ма-
териала, информационной таблицы. 

Обращаем внимание, что некоторые частные случаи нахождения ин-

тегралов вида ( )2,R x ax bx c dx+ +∫  уже были рассмотрены нами ранее. 

Существуют различные методы их нахождения. Рассмотрим еще один из та-
ких методов, основанный на применении тригонометрических подстановок. 

В квадратном трехчлене выделяют полный квадрат: 

2 2
2

2

4

2 4

b b ac
ax bx c a x

a a

 − + + = + −     
, 

затем с помощью подстановки  
2

b
z x

a
= +   приводят к интегралам одного 

из следующих трех типов: 

I. ( )2 2,R z k z dz−∫ .  III. ( )2 2,R z z k dz−∫ . 

II. ( )2 2,R z k z dz+∫ . 
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Эти интегралы с помощью следующих подстановок: 
− для  I-го интеграла sinz k t=  (или cosz k t= ); 
− для  II-го – tgz k t= ; 

− для  III-го – 
sin

k
z

t
=  (или 

cos

k
z

t
= ), 

приводятся к интегралам от рациональной функции относительно sint   и  
cost , т. е. к интегралам вида  ( )sin ,cosR t t dt∫ . 

Обучающий пример 1. Найти 24x x dx−∫ . 

Решение. Выделим полный квадрат в квадратном трехчлене: 

( )22 22 2sin
4 4 2 4

2cos

x z z t
x x dx x dx z dz

dx dz dz tdt

− = =
− = − − = = − = =

= =∫ ∫ ∫  

2 2 24 4sin 2cos 4 1 sin cos 4 cost t dt t t dt t dt= − ⋅ = − = =∫ ∫ ∫  

( ) 1
2 1 cos2 2 sin 2

2
t dt t t C = + = + + 

 
∫ ,   где  

2
arcsin

2

x
t

−= . 

Так как  
2

sin
2

x
t

−= , 
( )2 22 4

cos 1
4 2

x x x
t

− −= − = ,  

21 2
sin 2 sin cos 4

2 4

x
t t t x x

−= = − , 

то  2 22 2
4 2arcsin 4

2 2

x x
x x dx x x C

− −− = + − +∫ . 

Обучающий пример 2. Найти 

( )325 2

dx

x x+ +
∫ . 

Решение. Выделим в квадратном трехчлене полный квадрат: 

( ) ( )( ) ( )3 3 322 2 2

2tg
1

2
5 2 44 1 cos

z t
x zdx dx dz

dt
dzdx dz

x x zx t

=+ =
= = = = =

==
+ + ++ +

∫ ∫ ∫  

( )3 22 2
3

2 1 1
2 cos sin

1 4 4cos 8cos 4 4tg
cos

dt dt
tdt t C

tt t
t

= = = = + =
⋅ ⋅+

∫ ∫ ∫  

2 2 2

1 tg 1 12
4 41 tg 4 5 2

1
4

z
t x

C C C
t z x x

+= + = + = +
+ + ++

. 
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Обучающий пример 3. Найти 

( )32 2

dx

x a−
∫ . 

Решение.  

( )3 322 2
2 22

2

sincos
sin

coscos
cos

a
x

dx a t dtt
a t

dx dt ax a
t at

t

=
= = =

 =− ⋅ − 
 

∫ ∫  

2 332 2
3 2 3

2

sin 1 sin

sin
1 cos cos

cos cos
cos

a t dt t dt

a t
t t

a t t
t

= = =
 − ⋅⋅  
 

∫ ∫  

( )2
2 2 2

1 cos 1
sin sin

sin

t dt
t d t

a t a
−= =∫ ∫ ,  где arccos

a
t

x
= . 

Так как  
2 2 2

2
2

sin 1 cos 1
a x a

t t
xx

−= − = − = ,  то окончательно имеем: 

( )3 2 2 22 2

dx x
C

a x ax a

= − +
−−

∫ . 

 

3. Два студента у доски выполняют свое задание. Найти: 

1. 212 4x x dx+ −∫ .   Ответ: 22 2
12 4 8arcsin

2 4

x x
x x C

− −+ − + + . 

2. 
( )2 21 2 2

dx

x x x+ + +
∫ . Ответ: 

2 2 2

1

x x
C

x

+ +− +
+

. 

Подчеркиваем, что для овладения важнейшими элементами техники 
интегрирования нужно: 

− знать таблицу основных интегралов; 
− знать основные правила и основные методы интегрирования (они 

приведены в информационной таблице); 
− уметь определять класс подынтегральной функции и выбирать 

для ее интегрирования необходимый метод; 
− уметь, пользуясь информационными таблицами, правильно дово-

дить вычисления до нахождения неопределенного интеграла. 
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4. Два студента у доски выполняют по три задания: 

1. 
2

4 arcsin

1

x x
dx

x

+

−
∫ . Ответ: 3 28

arcsin 1
3

x x C− − + . 

2. 
tg

2

7sin 5sin 2

cos

xe x x
dx

x

− +
∫ . Ответ: tg 7

10ln cos
cos

xe x C
x

− − + . 

3. 
3

cos

sin

x xdx

x
∫ . Ответ: 

2

1
ctg

22sin

x
C x

x
− − . 

4.
5

3 2

1x
dx

x x x

−
+ +∫ . Ответ: 

3 2 2 1
ln

3 2

x x x x
C

x

+ +− + + . 

5. 
3

1

1

x x
dx

x

+ +
+∫ . Ответ: ( )23 1 1 1

6 1
10 7 4

x x
x C

 + ++ + − + 
 

. 

6. 
2sin cos 5

dx

x x− +∫ . Ответ: 
3tg 11 2arctg

5 5

x

C
+

+ . 

 
Домашнее задание 

 

1. Повторить все методы интегрирования. 
2. Найти: 

1) 
2

7 2

10

x
dx

x

+

+
∫ . Ответ: 2 27 10 2ln 10x x x C+ + + + + . 

2) 
2

tg

cos

x
dx

x
∫ . Ответ: 32

tg
3

x C+ . 

3) 2 lnx x dx∫ . Ответ: ( )
3

3ln 1
9

x
x C− + . 

4) 
arcsin

1

x
dx

x−∫ . Ответ: ( )2 1 arcsinx x x C− − + . 

5) ( )( )
2

2

5 2

1 1

x x
dx

x x

+ −
− +

∫ . Ответ: 
3

ln 1
1

x C
x

− − +
+

. 

6) 
( )23 2 1 2 1

dx

x x+ − +
∫ . 

Ответ: 3 6 63
2 1 3 2 1 3ln 2 1 1

2
x x x C+ + + + + − + . 
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7) 
5cos 3

dx

x +∫ . Ответ: 
tg 21 2ln

4 tg 2
2

x

C
x

+
+

−
. 

8) 
21 sin

dx

x+∫ . Ответ: ( )1
arctg 2 tg

2
x C+ . 

9) 3sin cosx x dx⋅∫ . Ответ: 7 32 2
cos cos

7 3
x x C− + . 

10) 
21 x

dx
x

−
∫ . Ответ: 

2
21 1

ln 1
x

x C
x

− − + − + . 

 
IX. Контрольная работа по теме «Неопределенный интеграл» 
 

Пример 1. Найти  3 5

7 6

7
2 3x x dx

x

 
− +  

 
∫ . 

Решение.  Интеграл суммы (разности) можно представить как сумму 
(разность) интегралов: 

3 5 3 5

7 76 6

7 7
2 3 2 3x x dx x dx x dx dx

x x

 
− + = − + =  

 
∫ ∫ ∫ ∫  

представим степени переменных в виде дробей и вынесем постоянные за 
знак интеграла: 

3 5 2 6 72 3 7x dx x dx x dx−= − + =∫ ∫ ∫ (используя таблицу интегралов, вычислим) 

3 1 5 2 1 6 7 1 4 7 2 1 7

2 3 7 2 3 7
5 6 7 13 1 41 1
2 7 2 7

x x x x x x
C C

+ + − +
= − + + = − + + =

+ + − +

4
7 76

49
2 7

x
x x C− + + . 

Пример 2. Найти  
2 5sin ctg

dx

x x⋅∫ . 

Решение.  Данный интеграл решим методом замены переменной: 

( ) 2
2 5

2

ctg ; ' ctg '
sin

sin ctg
sin

dx
t x dt t dx x dxdx

x
x x

dx xdt

 = = = = − = =
 ⋅
 = − 

∫  
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( )2
2 5

1
sin

sin
x dt

x t
= − =

⋅∫  (сокращаем 2sin x , степень переменной перепи-

шем в виде дроби) 
5 1 4

5
4

1

5 1 4 4

t t
t dt C C C

t

− + −
−= − = − + = − + = + =

− + −∫  (вернёмся 

к старой переменной) 
4

1

4ctg
C

x
= + . 

Пример 3. Найти  
2

3 2

2 7 10

4 4

x x
dx

x x x

− +
− + −∫ . 

Решение.  Представим подынтегральную функцию в виде суммы 
дробей. Для этого разложим знаменатель дроби на линейные и квадратич-
ные множители: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 3 2 2 24 4 4 4 1 4 1 1 4x x x x x x x x x x x− + − = − + − = − + − = − + . 

( )( )
2 2

3 2 22

2 7 10 2 7 10

14 4 41 4

x x x x A Bx C

xx x x xx x

− + − + += = +
−− + − +− +

. 

Приведём дроби к общему знаменателю: 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2

2 2

4 1 4

1 4 1 4

A x Bx C x Ax A Bx Cx Bx C

x x x x

+ + + − + + + − −= =
− + − +

 

(сгруппируем по степеням) 
( ) ( ) ( )

( )( )
2

2

4

1 4

A B x C B x A C

x x

+ + − + −
=

− +
. 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях, т. к. числите-
ли первоначальной дроби и полученной тождественно равны.  

( ) ( ) ( )2 24 2 7 10

2 1

7 1

4 10 6

A B x C B x A C x x

A B A

C B B

A C C

 + + − + − = − +
 

+ = =   =  − = − ⇔ =  
  − = = −  

 

=
2 2 2

1 6 1 6

1 14 4 4

x x

x xx x x

−+ = + −
− −+ + +

. 
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Полученную сумму дробей подставим в интеграл: 

2 2 2 2

1 6 6

1 14 4 4 4

x dx xdx
dx dx

x xx x x x

 + − = + − = − −+ + + + 
∫ ∫ ∫ ∫  (во втором ин-

теграле воспользуемся методом подведения под знак дифференциала) 

( ) ( )2

2 2 2 2 2

411 2 1 1
6 6

1 2 1 24 4 4 2

d xd xdx xdx dx
dx

x xx x x x

+−
= + − = + − =

− −+ + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( )2 21 1
ln 1 ln 4 6 arctg ln 1 4 3arctg

2 2 2 2

x x
x x C x x C= − + + − ⋅ + = − + − + . 

Пример 4.  Найти  
1

2

x
dx

x

+
+∫ . 

Решение.  
1

2

x
dx

x

+ =
+∫  (прибавим и вычтем 1 в числителе)  

1 1 1

2

x
dx

x

+ + −= =
+∫

2 1

2

x
dx

x

+ − =
+∫ (представим подынтегральную функцию в ви-

де разности двух дробей) 
2 1

2 2

x
dx

x x

+ = − = + + 
∫

2 1

2 2

x
dx dx

x x

+ −
+ +∫ ∫ = 

( )2
2 1

2 2

x
dx dx

x x

+
= − =

+ +∫ ∫
1

2
2

x dx dx
x

+ − =
+∫ ∫  

( ) ( )
11
222 2x dx x dx

−
= + − + =∫ ∫

( ) ( )
1 1

1 1
2 22 2

1 1
1 1

2 2

x x
C

+ − ++ +
= − + =

+ − +
 

( ) ( ) ( )
3 1

2 2 32 2 2
2 2 2

3 1 3
2 2

x x
C x x C

+ +
= − + = + − + + . 

Пример 5.  Найти  
7 5

dx

x+∫ . 

Решение. Воспользуемся методом подведения под знак дифферен-
циала: 

( )5 75 1 5 1 1
ln 5 7

7 5 5 7 5 5 7 5 5 7 5 5

d xdx dx dx
x C

x x x x

+
= = = = + +

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫ . 
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Пример 6.  Найти  cos( 5)x x dx+∫ . 

Решение. Применим метод интегрирования по частям: 

udv uv vdu= −∫ ∫  

( ) ( ) ( )
; ' '

cos( 5)
cos 5 ; cos 5 sin 5

u x du u dx x dx dx
x x dx

dv x dx v dv x dx x

= = = = 
+ = = 

= + = = + = +  
∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )sin 5 sin 5 sin 5 cos 5x x x dx x x x C= ⋅ + − + = ⋅ + + + +∫ . 

Пример 7.  Найти  
29

xdx

x−
∫ . 

Решение. Воспользуемся методом подведения под знак дифферен-

циала:  
( )2

2 2 2 2

92 1 2 1
2 2 29 9 9 9

d xxdx xdx xdx

x x x x

−−= = − = − =
− − − −

∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1

121 2
2 22

91 1
9 9

12 2 1
2

x
x d x C

− +
− −

= − − − = − + =
− +

∫
( )

1
2 291

12
2

x
C

−
− + =

29 x C= − − + . 

Пример 8.  Найти  
3

2

cos

sin

xdx

x∫ . 

Решение. 
3 2 2

2 2 2

cos cos cos 1 sin
cos

sin sin sin

xdx x x x
dx xdx

x x x

⋅ −= = =∫ ∫ ∫  (поделим 

числитель на знаменатель почленно) 
2

2 2

1 sin
cos

sin sin

x
xdx

x x

 
= − =  

 
∫  

2

1
1 cos

sin
xdx

x

 − = 
 
∫  (введём замену переменной) 

sin , cos

cos

t x dt xdx

dt
dx

x

= = 
 =
 =
 

= 

2 1

2 2

1
1 cos

cos 2 1

dt dt t
x dt t C

xt t

− +
 = − = − = − + =  − + 
∫ ∫ ∫  

1

1

t
t C

−
= − + =

−
 

= 
1

t C
t

− − + = (вернёмся к старой переменной) 
1

sin
sin

x C
x

= − − + . 
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Пример 9.  Найти  
2

5 3

4 3

x
dx

x

−

−
∫ . 

Решение.  
2 2 2

5 3 5 3

4 3 4 3 4 3

x x
dx dx dx

x x x

− = − =
− − −

∫ ∫ ∫  (во втором ин-

теграле воспользуемся методом подведения под знак дифференциала) 

2 2

5 2 3

24 3 4 3

x
dx dx

x x
= − =

− −
∫ ∫ 2 2

5 1 6

24 3 4 3

x
dx dx

x x

−+ =
− −

∫ ∫  

( )2

2 2

4 31
5

24 3 4 3

d xdx

x x

−
= + =

− −
∫ ∫

( )
( )2

2 22

4 35 1

23 4 32 3

d xdx

xx

−
+ =

−−
∫ ∫  

( )
1

2 24 35 3 1
arcsin

12 23
2

x
x C

−
= + + = 25 3

arcsin 4 3
23

x x C+ − + . 

Пример 10.  Найти  
2

2

4 16 12

x
dx

x x

−
+ −∫ . 

Решение.  Выделим полный квадрат в знаменателе подынтегральной 
функции: 

( ) ( )( )( ) ( )( )2 22 24 16 12 4 4 3 4 2 2 4 4 3 4 2 7x x x x x x x+ − = + − = + ⋅ ⋅ + − − = + − . 

( )( ) ( )2 22

2 2 1 2

44 16 12 2 74 2 7

x x x
dx dx dx

x x xx

− − −= = =
+ − + −+ −

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )
( )

( )2 2 2 2

2 2 41 2 1 1 1

4 4 2 82 7 2 7 2 7 2 7

xx dx
dx dx dx

x x x x

+ −
= − = − =

+ − + − + − + −∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

( ) ( )2 2 2

2 21 1 1

2 8 22 7 2 7 2 7

xdx dx
dx

x x x

+
− + =

+ − + − + −∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )( )

( )

2

2 22

2 71

8 2 72 7

d xdx

xx

+ −
= − =

+ −+ −
∫ ∫  

21 2 7 1
ln ln 4 3

82 7 7 2

x
x x C

x

+ − − + − +
+ +

. 



 153 

Неопределенные  интегралы 
(повышенный уровень) 

 

1. ( )
2

2 2

2 3

1

x
dx

x x

+
+

∫  15. 
3

cos

sin

x x
dx

x
∫  

2.
51 x

dx

e+∫  16. 2(4 )n
n x dxΙ = −∫  

3.

( )
2

2
4 2

1

1
3 1 arctg

x
dx

x
x x

x

−
++ +

∫  
17. (ln )n

n x dxΙ = ∫  

4. 
2

4

1 x
dx

x

−
∫  18. 

sin
n n

dx

x
Ι = ∫  

5. 
1 ln

3 ln

x
dx

x x

+
+∫  19. 

2

n

n
x dx

x a
Ι =

+
∫  

6. 
5

21

x
dx

x−
∫  

20. tgn
n xdxΙ = ∫  

7. 5cos sinx xdx∫  
21. 

4

2(2 )( 1)

x dx

x x+ −∫  

8. 2 31x xdx−∫  
22. 

2

3 2

2 3 3

2 3

x x
dx

x x

− +
− +∫  

9. 5 cos4xe xdx∫  23. 
2 2( 1)( 4)

dx

x x+ +∫  

10. cos(ln )x dx∫  
24. 

3 2

2

5 9 22 8

4

x x x
dx

x x

+ − −
−∫  

11. 
1

ln(1 )x dx
x

+∫  25. 
3 2 6

3(1 )

x x x
dx

x x

+ +
+∫  

12. ln( 1 1 )x x dx− + +∫  
26. 3

2

2 2

2(2 )

x
dx

xx

−
+−∫  

13. sin ln tgx xdx∫  27. 
2(1 ) 1

dx

x x− −
∫  

14. 2ln( 1 )x x dx+ +∫  28. 
21 2 2

dx

x x+ + +
∫  
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29. 
2(1 ) 1

dx

x x x+ + −
∫  35. 

sin (2 cos 2sin )

dx

x x x+ −∫  

30. 
2 5

2

( 1 )

1

x x
dx

x

+ +

+
∫  36. 

2sin cos

sin cos

x x
dx

x x+∫  

31. 
2

5 4

2 5

x
dx

x x

+

+ +
∫  37. 

4 2cos sin

dx

x x
∫  

32. 
3

6

cos

sin

x
dx

x
∫  38. 

2

ln x
dx

x
∫  

33. 
4cos

dx

x
∫  39. ln(1 )x xe c dx− +∫  

34. 
4sin

cos

x
dx

x∫  
 

 

 



 155 

ЗАДАНИЯ 
 

1. 155sin ;x x dx⋅∫  11. 
4

2

4

5 6

x
dx

x x

−
− +∫ ;

 

2. 11 tg ;xe xdx⋅∫  12. 
arctg( )

2

4

1

x dx

x+∫ ;
 

3. 
2

;
4 2 10

dx

x x+ −
∫  13. 2( 2 3)sin( )x x x dx− +∫ ;

 

4. 
3

6
;

1

x
dx

x+∫  14. 
5arcsin( )

21

xe dx

x−
∫ ;

 

5. 
2

4

4 15
;

10

x x

x x x

+ −
+ −∫  15. 

3

2

3

2 5

x
dx

x x

+
+ +∫  

6. 
3 2

2 14

x
dx

x

− −
−∫ ;

 
16. 

4

4 2

x

x

e
dx

e

−

− +∫ ;
 

7. 
4

2

5

1

x
dx

x

+
+∫ ;

 
17. 4 2( 2)sin ( )x x dx−∫ ;

 

8. 2(3 1)cos( )x x dx+∫ ;
 18. 

4

9

2

x
dx

x

−
∫ ;

 

9. 
2

2

8

4 3

x
dx

x x− +∫ ;
 

19. 
4

2

6 5

6

x x
dx

x

− +
+∫ ;

 

10. 
4

ln( )x dx

x
∫ ;

 20. 
2

4

ln ( )

1

x dx

x +∫  

 
Вам необходимо выполнить задания самостоятельно с помощью 

приведенных в приложении программ и представить отчёт об их вы-
полнении. 
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ГЛОССАРИЙ 
 

Первообразной для 
функции f(x) на некото-
ром множестве X 

называется функция ( )F x , которая является  

дифференцируемой и для которой для любо-
го x X∈ выполняется равенство  

( ) ( )F x f x′ =   или  ( ) ( )dF x F x dx′= ⋅  

Неопределённым  
интегралом 

называется множество всех первообразных 
для функции ( )f x  

Интегрируемой на [a, b] называется функция, для которой на [ ],a b  

существует первообразная, а значит, и неоп-
ределённый интеграл 

Интегрированием называется операция нахождения не-
определённого интеграла 

Свойство  
инвариантности 

если ( ) ( )F x f x′ = , то ( ) ( ) ;f u du F u C= +∫  

где  ( )u x= ϕ  – произвольная функция, имею-

щая непрерывную производную 

Непосредственное 
интегрирование 

выполняется с помощью таблиц, преобразо-
вания подынтегральных выражений, свойств 
неопределенного интеграла 

Метод поднесения под 
знак дифференциала 

 

основывается на свойстве инвариантности  
неопределенного интеграла: если 

′( ) ( )F x = f x , то = +∫ ( ) ( )f u du F u C  

Чтобы поднести под 
знак дифференциала 
функцию 

нужно записать под знаком дифференциала  
ее первообразную 

Метод замены  
переменной 

 

заключается во введении новой переменной с 
целью получения табличного интеграла или 
интеграла, сводимого к табличным 

Интегрирование вы-
ражений, содержащих 
квадратный трёхчлен 

 

выделением полного квадрата из квадратного 
трёхчлена и введением замены переменной 

2

b
x t

a
+ = интегралы сводятся к табличным 

или к более простым 

Метод интегрирова-
ния по частям 

ud u duϑ = ϑ − ϑ∫ ∫  
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Циклическое  
интегрирование 

применяя формулу интегрирования по час-
тям достаточное число раз (но не менее 
двух), получают в правой части равенства  
интеграл, аналогичный интегралу в левой 
части равенства. Решая полученные уравне-
ния относительно искомого, получают дан-
ный интеграл 

Простейшие  
рациональные дроби I, 
II, III и IV типов 

 

правильные рациональные дроби вида 

(I) 
( )

A

x a−
; 

(II) 
( )

( ),  2,  
k

A
k k

x a
≥ ∈ Ν

−
; 

(III) ( )2
2

,  4 0
Mx N

D p q
x px q

+ = − <
+ +

; 

(IV) 

( ) ( )2

2
,  2, 4 0

k

Mx N
k D p q

x px q

+ ≥ = − <
+ +

, 

где  A, a, M, N, p, q – действительные числа 

Алгоритм  
интегрирования  
рациональных дробей 

1) если дробь неправильная, то, разделив 
числитель на знаменатель, нужно отделить 
целую часть и правильную рациональную 
дробь; 
2) в правильной рациональной дроби знаме-
натель нужно разложить на множители; 
3) правильную рациональную дробь предста-
вить в виде суммы простейших рациональ-
ных дробей; 
4) проинтегрировать целый многочлен и сум-
му простейших рациональных дробей 

Интегрирование  
иррациональных  
функций 

1

1 ,...,

k

k

mm

n n pax b ax b ax b
R dx t

cx d cx d cx d

 
+ + +     = =    + + +    

 

∫ , 

p = НОК  ( )1 2, ,..., kn n n  

Дифференциальным 
биномом 

называется выражение ( ) pm nx a bx+ , где m, 

n, p, – рациональные числа; a, b – действи-
тельные числа 
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Интегрирование  
дифференциальных  
биномов 

выражаются через элементарные функции в 
следующих трёх случаях: 

1.  p – целое( )na bx t+ = ; 

2.  
1m

n

+
 – целое 

,

( )

n qa bx t

q знаменатель p

 + =
 
 − 

; 

3.  
1m

p
n

+ + 
 

 – целое 
,

знаменатель( )

n q na bx t x

q p

 + =
 
 − 

 

Интегрирование  
тригонометрических 
функций 

всегда может быть выполнено с помощью 
универсальной тригонометрической под-
становки 

2

2
tg , 2arctg ,

2 1

x
t x t dx dt

t
= = =

+
⇒  

2

2 2 2

2 1 2
sin , cos , tg

1 1 1

t t t
x x x

t t t

−= = =
+ + −
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Вычисление неопределённых интегралов  
с помощью математических пакетов Maple, Matlab и Mathcad 

 

Вычисление неопределенных интегралов рекомендуется при помощи 
компьютерных математических пакетов таких, как Maple, Matlab и 
Mathcad. Предлагаемые программы помогут вам при проверке домашнего 
задания или при необходимости быстрого решения задачи. 

Рассмотрим вычисление неопределённых интегралов в программе 
Maple. Интегрирование выражений по заданной переменной осуществля-
ется командой int(), которая имеет отложенную форму Int(). Эта команда 
позволяет вычислять неопределённый интеграл от выражения с использо-
ванием следующего синтаксиса команды int (выражение, переменная). На-
пример, вам нужно вычислить интеграл: 

sin .xe xdx⋅∫  

Для этого необходимо присвоить функции f подынтегральную функцию 

: sinxf e x= ⋅ ; 

Нужно помнить, что в данной программе очень важное место зани-
мают следующие операторы:  

«:» – присвоить;  
«;» – окончание предложения; 
Int( ),f x ; – проверка интеграла; 

int( ),f x ; – непосредственное вычисление (Ответ – число). 

Решение примера приведено на рис. П.1. Обращаем ваше внимание 
на введение некоторых функций:  

1.  exp( )xe x− ; 

2.  3 exp(3 )xe x− ⋅ ; 
3.  sin sin( ),cos4 cos(4 )x x x x− − ⋅ ; 

4.  / 2
2

x
x− ; 

5.  
2 ^ 2x x−   (в Maple.10 при данном наборе программа автоматиче-

ски будет выдавать вам привычный внешний вид формул). 
Использование операторов Int() и int() дает возможность быстрого и 

качественного вычисления (рис. П.2, П.3).  
Далее приведены примеры интегрирования дробно-рациональных 

выражений с помощью операторов Int() и int() и разложением на сумму 
простейших рациональных дробей (рис. П.4). 
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Рис. П.1 

 

 
Рис. П.2 

Если Вы хотите 
увидеть  свой 
интеграл, то 
используйте 
функцию Int(…) 

Если Вы хотите вы-
числить данный инте-
грал,  то используйте 
функцию int(…) 
 

Условие 

Ответ 
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Рис. П.3 

 
Разложение дробно-рационального выражения на сумму простых дробей 

 
 

Рис. П.4 

Обратите внимание! 
Интегрирование осу-
ществляется следую-
щей функцией int (вы-
ражение, переменная). 
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Представленная программа обладает также и другими возможностя-
ми, ознакомиться с ними можно либо на практических занятиях, либо изу-
чая специализированную литературу.  

 

Приведем примеры решения некоторых задач с помощью наиболее 
популярных математических пакетов MathCAD и Matlab (рис. П.5, П.6). 

 

 
Рис. П.5 

 

Нажмите эту 
кнопку для вво-
да подынте-
гральной функ-
ции и задания 
переменной 

Щёлкните 
по данной 
кнопке 
для вы-
числения 

Данную вклад-
ку используйте 
для правильно-
го набора по-
дынтегральной 
функции 
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Рис. П.6 

 

 

Чтобы воспользоваться возможностями данной 
программы, вы должны вызвать окно Math, на кото-
ром находятся следующие панели «Symbolic», 
«Calculator», «Calcul» и др. Окно Math может выгля-
деть так или как представлено ниже 

 

 

Для вычисления инте-
гралов воспользуемся 
функцией int (подын-
тегральная функция, 
переменная) 

Обратите  внимание! 
Возведение sin x в квадрат 

Если сомневаетесь, возве-
дите функцию в квадрат 
следующим образом: 
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Обратите внимание, что для вызова этой панели (если её нет) необ-
ходимо нажать кнопку «View». Появится новая вкладка, на которой необ-
ходимо выбрать «Toolbars». Откроется список команд, после чего найдите 
и нажмите кнопку «Math».  

 
Применения математических пакетов Matlab и Maple при вычисле-

нии неопределённых интегралов идентичны: используется оператор int(). 
Приведем пример возведения в степень аргумента sin x (рис. П.7). 

 

 
 

Рис. П.7 

 
Предлагаемые программы обладают также и другими возможностя-

ми, ознакомиться с ними можно либо на практических занятиях, либо изу-
чая специализированную литературу.  

Возведение в 
степень аргу-
мента sin x 

Ответ на заданный 
интеграл 

Подынтегральная 
функция нужного 
интеграла 
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