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Исследования проводятся на примере расчета три раза статически неопределимой рамы с ис-
пользованием трех вариантов основной системы метода сил. В результате проведенных исследований 
показана надежность использования числа обусловленности для оценки устойчивости системы линей-
ных алгебраических уравнений, связанных с расчетом  рассмотренной рамы. 
 

Одной из возможных оценок устойчивости решения системы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ) является оценка с помощью числа обусловленности. Важным вопросом при расчетах рам-
ных конструкций является надежность такой оценки в случае вариаций коэффициентов и свободных 
членов СЛАУ вследствие неизбежных отличий параметров реальных конструкций от параметров их рас-
четных схем, возникающих как при возведении, так и в ходе эксплуатации конструкций. 

Существенную роль при нахождении решения системы линейных алгебраических уравнений  
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играет понятие устойчивости решения (1), составляющие которого описываются формулами Крамера:  
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Если при малых изменениях коэффициентов или свободных членов системы (1) составляющие 
решения (2) не претерпевают существенных изменений, то решение считается устойчивым. В противном 
случае оно является неустойчивым.  

Вопросы устойчивости решения СЛАУ рассматривались во многих работах различными авторами, 
в том числе в [1–9]. Однако проблема устойчивости решения СЛАУ (1) не утратила своей актуальности 
до настоящего времени. 

Устойчивость решения СЛАУ связывается с обусловленностью матрицы ее коэффициентов А. По-
нятие обусловленности матрицы характеризуется изменчивостью элементов обратной матрицы А–1 при 
малом изменении элементов исходной матрицы. Если изменения величин элементов обратной матрицы 
несущественны, исходная матрица считается хорошо обусловленной, что является признаком устойчиво-
сти решения системы уравнений. В противном случае обусловленность матрицы недостаточна и это при-
водит к неустойчивости решения системы (1).  

Существует ряд количественных оценок обусловленности матрицы коэффициентов А. Одной из 
возможных оценок обусловленности матрицы А, используемой во многих работах по численным мето-
дам решения системы линейных алгебраических уравнений, является оценка с помощью числа обуслов-
ленности 
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Очевидно, что это число удовлетворяет соотношению 1µ ≥ . Считается, что при значениях  
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матрица А является плохо обусловленной, а решение системы уравнений (1) считается неустойчивым.  
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При оценке устойчивости решений СЛАУ, связанных с расчетами реальных рамных конструкций,  
возникает проблема – зависимость решений уравнений от возможных вариаций их коэффициентов и 
свободных членов вследствие неизбежных отличий реальных параметров конструкции при ее возведе-
нии и их последующих изменений в ходе эксплуатации  по сравнению с параметрами расчетной схемы, 
использованной при проектировании рамной конструкции.  

Суть проблемы заключается в следующем. С учетом возможных вариаций коэффициентов и сво-
бодных членов система (1) принимает вид 

11 11 1 12 12 2 1 1 1 1

21 21 1 22 22 2 2 2 2 2

(1 ) (1 ) ... (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) ... (1 ) (1 )

  ................................................................................................

n

n n n

n n

a x a x a x b

a x a x a x b

± ε + ± ε + + ± ε = ± δ

± ε + ± ε + + ± ε = ± δ

1 1 1 2 2 2

......

(1 ) (1 ) ... (1 ) (1 )n n n n nn nn n n na x a x a x b± ε + ± ε + + ± ε = ± δ

                          (5) 

При этом происходят вариации определителей Di в решении (2). Возникает вопрос, возможно ли такое 
сочетание знаков вариаций коэффициентов и свободных членов (5), что величины определителей Di  мо-
гут претерпевать существенные количественные и качественные изменения, включая нулевое значение и 
смену знака.    

Эта проблема рассматривается в работе [10], где показано, что такие вариации коэффициентов и 
свободных членов могут являться причиной неустойчивости решения СЛАУ, которая, по мнению автора 
работы, не выявляется с помощью числа обусловленности матрицы А. В качестве примера, подтвер-
ждающего этот вывод, использована задача расчета рамной конструкции методом сил, приведенная в 
учебнике В.И. Феодосьева [11, с. 205].  

Используя методику, предложенную в [10], автор показал, что опорный момент в стойке, при оп-
ределенных сочетаниях знаков вариаций коэффициентов и свободных членов канонических уравнений, 
меняет свой знак. При этом модуль вариаций коэффициентов и свободных членов не превышает 1 %. 
Исходя из этого можно заключить, что решение канонических уравнений в рассмотренной задаче явля-
ется неустойчивым, несмотря на то, что оценка устойчивости с помощью числа обусловленности гово-
рило о его устойчивости, так как не соблюдалось соотношение (4). На этом основании был сделан вывод 
о ненадежности использования числа обусловленности для оценки устойчивости решения рассмотрен-
ных уравнений. 

Однако сделанный в работе вывод о хорошей обусловленности матрицы коэффициентов и устой-
чивости решений СЛАУ (1) на основании критерия (4) ввиду нечеткости его нижней границы является не 
вполне корректным.  

Согласно [3] признаком хорошей обусловленности матрицы коэффициентов и устойчивости ре-
шения СЛАУ с использованием числа обусловленности является критерий 

.101 ≤µ≤                                                                             (6) 

С увеличением числа µ  и приближением его значений к нижней границе критерия (4) может воз-

никать неустойчивость не всех составляющих решения СЛАУ, а только отдельных его элементов. Имен-
но такой случай и был описан в работе [13].   

Поэтому при значениях 10µ >  ввиду нечеткости нижней границы критерия (4) для проверки ус-

тойчивости решения СЛАУ (1) целесообразно использовать наряду с числом обусловленности и другие 
количественные оценки обусловленности матрицы коэффициентов. 
 Согласно [12] для оценки обусловленности матрицы коэффициентов СЛАУ (1) может использо-
ваться величина ее нормированного определителя   
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который  характеризует линейную независимость левых частей уравнений системы и может принимать 
значения в интервале 

0 1≤ ν ≤ . 
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Считается, что если 

0,1 1≤ ν ≤ ,                                                              (7) 

то левые части уравнений (1) линейно независимы, матрица А хорошо обусловлена, а решения устойчивы.  
Но при значениях ν 

0 0,1≤ ν <                                                           (8) 

ухудшается линейная независимость уравнений, а нулевое значение соответствует линейной зависимо-
сти уравнений (1). Поэтому при несоблюдении критерия (7) возникает неустойчивость решений соответ-
ствующих  уравнений.  
 Выполним оценку устойчивости решений СЛАУ, связанных с расчетом рамы, показанной на ри-
сунке 1, для трех базовых вариантов основной системы метода сил (рис. 2), с помощью числа обусловлен-
ности µ и нормированного определителя ν. Результаты вычислений этих величин приведены в таблице. 
 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема рамы 

 

 
 

Рис. 2. Базовые варианты основной системы 
 

Числовые оценки обусловленности матриц коэффициентов СЛАУ 
  

Вариант основной системы метода сил Числовая 
оценка 1-й вариант 2-й вариант 3-й вариант 
µ 100,119 9,596 8,471 
ν 9,867·10–3 0,562 0,236 

 
На основании полученных результатов можно заключить следующее. Во-первых, обусловленность 

матрицы коэффициентов канонических уравнений существенным образом зависит от выбранного вари-
анта основной системы метода сил. Согласно числовым оценкам наилучшая обусловленность получена 
для третьего варианта основной системы, что можно объяснить наименьшими отличиями схемы дефор-
мирования заданной системы и данного варианта основной системы. Во-вторых, матрица коэффициен-
тов канонических уравнений для первого варианта основной системы метода сил, которая в работе [10] 
считалась хорошо обусловленной, согласно критерию (8) является плохо обусловленной. В-третьих, 
матрицы коэффициентов канонических уравнений второго и третьего вариантов основной системы ме-
тода сил хорошо обусловлены как согласно критерию (6), так и критерию (7). В-четвертых, вывод о су-
ществовании неустойчивости решений СЛАУ, которая не обнаруживается с помощью числа обуслов-
ленности, применительно к расчету рамной конструкции, рассмотренной в [10], является некорректным. 
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Исследуется зависимость результатов расчета рамных конструкций методом сил от вариаций 
коэффициентов и свободных членов канонических уравнений вследствие неизбежных отличий парамет-
ров реальных конструкций от  параметров их расчетных схем, возникающих как при возведении, так и в 
ходе эксплуатации конструкций. Установлено, что устойчивость решения канонических уравнений за-
висит от выбранного варианта основной системы.  

 
Среди применяемых в строительной практике несущих конструкций весьма широкий класс обра-

зуют стержневые системы, представляющие собой различные объединения стержней. В числе стержне-
вых систем, применяемых при возведении современных многоэтажных зданий различного назначения, 
широко распространены статически неопределимые рамные конструкции. Данное исследование прово-
дится на примере расчета три раза статически неопределимой рамы с использованием трех вариантов 
основной системы метода сил.  

Классическим методом расчета статически неопределимых рамных конструкций согласно линей-
ной теории является метод сил. Математической моделью рамных конструкций, рассчитываемых мето-
дом сил, являются канонические уравнения метода сил, которые представляют собой систему линейных 
алгебраических уравнений: 
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Важной проблемой, возникающей при оценке устойчивости решений СЛАУ (1), связанных с рас-
четами реальных рамных конструкций, является зависимость решений уравнений от возможных вариа-
ций их коэффициентов и свободных членов вследствие неизбежных отличий реальных параметров кон-
струкции при ее возведении и их последующих изменениях в ходе эксплуатации по сравнению с пара-
метрами расчетной схемы, использованной при проектировании рамной конструкции.  

Этой проблеме посвящена работа [1], в которой показано, что такие вариации коэффициентов и сво-
бодных членов могут являться причиной неустойчивости решения СЛАУ, которая, по мнению автора ра-
бот, не выявляется с помощью числа обусловленности матрицы А. Поэтому сделан вывод, что неучет таких 
вариаций при расчете реальных конструкций может быть причиной недостоверности такого расчета.  

В качестве примера, подтверждающего этот вывод, использована задача расчета рамной конст-
рукции методом сил, приведенная в учебнике В.И. Феодосьева [2, с. 205]. Используя методику, предло-


