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В работе используются стандартные обозначения и терминология теории конечны': 

групп, которые можно найти в источниках [1)-[5]. В частности, рd-группа - это груп
па, порядок которой делится на простое число р; р-за:мкнутая группа - это группа 

с нормальной силовской р-подгруппой; минимальная не р-за:мкнутая группа - не р

замкнутая группа, у которой все еобственные подгруппы р-замкнуты. 

Классическая теорема С.А. Чунихина касаетс}f роли подгрупп Шмидта ( минималь
ных ненильпотентных групп) в теории конечных групп. 

Теорема 1. ([6], теорема 4.3.1). Если в ко'Не'Ч.'НОU группе Х н,ет р-замк'Нутых рd
подгрупп Шмидта, то группа Х имеет н.ормал·ьн,ое р-допо.л'Нен,ие. 

В этой работе исследуется следующий вопрос: что можно сказать о простой неабелево 

конечной минимальной не р-замкнутой группе Х, если в ней нет р-сверхразрешимых 

рd-подгрупп Шмидта, р > 2? Под К-группой мы понимаем конечную группу, у которо 
композиционные факт()рЫ являются известными простыми группами из множеств {Zp}· 
{ An, п ~ 5}, { Spor}, {С hev} . 

Лемма 1. Пустъ Х ~ An, п ~ 5. Предполо:жим, что все собстве'Н'НЪtе рd-подгрупn 
из Х являются р-замк'Нутыми подгруппам1t д.л.я некоторого р > 2. Тогда Х ~Ар. 

Доказате.лъство. Необходимо доказать, что в этом случае п = р. Исключим случа;· 

р > n и р < п. 
Так как / Х / = п!/2, то если р > п, р не делит порядок группы и, тем более, н· 

делит порядок подгруппы из Х. 

Пусть р < п. Если р > 2 делит (п - 1)!/2, то по условию группа An-l должна быг 
р-замкнутой, что невозможо ввиду простоты группы A.n-l для n-1 > 4. Если п -1 =..; 
то n = 5 и группа А5 удовлетворяет условию теоремы. Если п - 1 < 4, то группа А 
(п < 5) не удовлетворяет условию теоремы. 

Пусть теперь р > 2 не делит (п - 1)!/2, нор делит п!/2. Это значит, что п = kт: 
Предположим, что k > 1. Но тогда в Х есть подгруппа A(k-l )p ~ An-l· Этот случа 

уже рассматривался выше.Пусть Х ~ Ani п 2': 5. Предположим, что вее собственны• 
рd-подгруппы из Х являются р-замкнутыми подгруппами для некоторого р > 2. Тогд~ 
Х "'Ар. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пустъ Х Е Spor. Пусть Р - силовская р-подгруппа из Х, р > 2. Предп -
.ложим, -ч,rпо все собстве'Н'Нъtе рd-подгруппъt из Х .явллются р-замк'Нутъ~ми группам. 

Тогда имеет место од'На из следующих возмож:'Ностей: 

{1) Х ~ М23 , р = 23, N(P) -·- максималъна.я, в Х подгруппа Фробе'Ниуса поряд~· 
23. 11; 

(2) Х "' J1 , р = 7, 19, N(P) - максима.лъная в Х подгруппа Фробениуса поряд·.· 
7 . 6 и.ли 19 . 6; 

(3) Х ~ J4, р = 29, 37, 43, N(P) -- группа Фробе'Ниуса пор.яд-ка 29 · 28, и.ли 37. 12 
и.ли 43 . 14; 

(4) Х rv F2з, р = 17, N(P) - группа Фробениуса порлдка 17 · 16; 
(5) Х ~ Ly, р = 37, 67, N(P) - группа Фробе'Ниуса порлдка 37 · 18 или 67 · 22; 



О подгруппах Шмидта простых неабелевых конечных К-групп 1 ~~9 

(6) Х rv F~4 , р = 29, N(P) группа Фробениус.о, порядка 29 · 7; 
(7) Х ~ F3 , р = 13, 19; есди р = 19, то N(P) - группа Фробениуса поряdка 19 · 8, а 

если р = 13, то N(P) ~ ((13 · 6) х 3) · 2 (здесъ а· Ь озншчаеrп расщепляемое расширение 
группы порядка а с помощъю группъ~ порядка Ь и н.ормалъная подгруппа содержит свой 

центра.лизатор в этом расширении; зн.ак х оз1-~а•tает прямое произведение); 
(В) Х ~ F2 , р = 47, N(P) - группа Фробен.иуса порядка 47 · 23; 
(9) х rv FL, р = 59, 71, N(P) - группа Фробен1щса порядка 59. 29 и.ли 71. 35. 

Доказателъство. Почти все подгруппы спорадит~еских простых групп известны ([7 
14]). Поэтому доказательство сводится к обнаружению у Х подходящих не р-замкнутых 
собственных подгрупп. Для примера рассУrотрим две группы: F22 и F 1. 

1 F22 1= 217 · 39 ·52 ·7·11·13. F22 содержит по [7] подгруппу М22 порядка 27 
· 32 ·5·7·11 , 

которая не р-замкнута для любого нечетного р, р =f- 13. Кроме того, F22 содержит [7) 
:тодгруппу П7 (3) порядка (1/2) · 39 (32 -1) (34 -1) (36

-· 1). Так как (36 -1) = (33 -1) (33 +1), 
;о 13 делит 1 П1(З) 1 и подгруппа П1(3) не 13-замкпута. Поэтому F22 не удовлетворяет 
Условию леммы и не встречается в заключении. 

1 F1 1= 246 
· 320 

· 59 
· 76 

· 112 
• 132 

• 17 · 19 · 23 · 29 · ;31 · 41 · 47 · 59 · 71. 
Группа F 1 содержит по 17] подгруппы: F 2 , S'uz , F3 , F5 , Не. Порядок группы F2 де

."IИТСЯ по [7] на нечетные простые числа 3, 5, 7, 11 , 13, 17, 19, 23, 31 , 47. Ясно , что F2 

не р-замкнута ни для одного такого простого дсли·rеля р . Таким образом, эти простые 

.J,елители не удовлетворяют условиям леммы. 

Из [12] известно, что F1 содержит F21 , nоря;r,ок которой делится на 29. Таким обра
зом, р = 29 также исключается. 

Кроме того, из [7] известно, ЧТО F1 содержит подгруппу изоморфную П8(3), порядок 
·отарой делится на 34 + 1 = 41 · 2 ([3], стр. 8) . Поэтому р = 41 также исключается. 
Простые делители р = 59 и 71 указаны в заключении (9) леммы. Строевие N(P) также 
·."Казано в [7]. 

Аналогично проверяются на основании информации из [7]-[14] и остальные спо
радические простые группы. Лемма доказана . 

• !емма 3. Пустъ Х - коне'Чная простая неабелева К -группа с Sр -подгруппой Р, р > 2. 
Если все собственнъtе подгруппы из Х являются р-замкнутъtми, то 

( 1) Р естъ Т I -подгруппа в Х; 
(2) Р 'Цикли~~еская группа . 

.]оказаrпе.лъство. Пусть N = Nx(P), 1 =f- Р0 С Г , N(P0 ) = N 0 . По условию теоремы N 0 

есть р-замкну·шя группа. Пусть Р0 Sр-подгрунпа в N0 . Тогда Р0 ~ Р0 <1 N0 . 

Если 1 =f- D = Р n рх, то существует и РУ такая, что Р n РУ является наибольшим 
~ересечением с Р среди всех подгрупп из множестnа Syl1)(X) - {Р}. Как следует из 

'Iредложения на стр. 235 в [15], 1 f. D 0 = Р n РУ является максимадьным силовским 
~ересечением: в смысле Бернс айда. Но тогда N р ( D0 ) и N Р"' ( D 0 ) являются двумя различ
;rыми SР-подгруппами в N(D) С Х, что nротиворечи·г условию леммы. Таким образом , 
Р есть ТI-подгрупnа в Х, и заключение (1) доказано. 

Предположим далее, что тр(Х) > 1. Если теперь Р0 = Р (из заключения (1) следует, 
что Р0 ~ Р), то No = N. Если Р0 с Р, то Р0 с Np(P0). Пусть N(P0) = N 1 и Р1 та 
~Р-подгруппа в N 1, которая по заключению (1) лежит в Р. 
По условию леммы Р1 <1N1• Так как N 0 есть р-замкнутая группа, то P0<1N0 ~ N(P0) = 

N 1. 
Если Р1 = Р, то N(Pi) = N. Если же Р1 С Р, ·го Р1 С Np(P1) = Р2 и N(P1) = N2 

, пять является р-замкпутой группой. 
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Из Р1 <1 N 1 s;:; N(P1) = N2 теперь аналогично следует Р2 <J N2 ·s;:; N(P2) = N3 и та.· 
далее. Из этих рассуждений видно, что для цепочки подгрупп 1 -::/= Р0 s;:; Р; s;:; Р1 ~ Р2 = 
... s;:; Р имеют место включения N0 ~ N 1 s;:; N2 s;:; N3 s;:; ." ~ N. Этими рассуждению.. 
показано, что N -- сильно р-вложенная подгруппа в Х. 

Из предложения 2.2 в [16] следует, что для Х могут иметь место следующие возмож· 
ности: Х ,...._, L2(Рп), Из(Рn), 2G'2(311

) с р = 3, А2р, F22 с р = 5, 2 F4(2)' с р = 5, Aut(2B2 (25 

с р = 5, Мс с р = 5, ]4 с р = 11, М11 с р = 3: Lз(4) с р = 3. 
Если Х ~ L 2 (pn) и п > 1, то из теоремы П.8 . 27(8) в [1] следует, что в Х имеется н~ 

р-замкнутая подгруппа L2 (p) (если р = 3, то L2 (3) ~ А4 и А4 не является 3-замкнут 
группой). Поэтому пусть Х ~ L2 (p), и тогда силоRская р-подгруппа в Х является ш•
клической. 

Если Х ,..._,2 G2 (зn), то в Х имеется не 3-замкнутый централизатор инволюции, о 
держащий прямой множитель L2 (3n) ([2], теорема XI.13.2 h)). Поэтому этот с.луча 
исключается. 

Если Х ,...._, И3 (рп), р > 2 i то известно [ 17], что Х не является группой характерист. -
ческого 2-типа. Если центра.~:изатор С некоторой инволюции в Х, то из теорем 4.24-. 
и 4.247 в [5] следует, что С содержит неразрешимую компоненту L Е Cliev(p) (смотр 
также теорему 9.1 в [3]). Но тогда L не является р-замкнутой группой даже в с.луча 
р= 3. 

Группа А2р исключается ввиду леммы 1. 
Группа F22 с р = 5 исключается ввиду Леммы 2. 
Пусть Х ,...._, 2 F4 (2)' и р = Б. Из [18] следует, что Х обладает подгруппой Н со сво ·

ствами: 1) 02 (Н) = Т, 1 Т 1== 29
, cl Т ~ ~!; 2)Н/Т - группа Фробениуса порядка 20; J 

если Р есть S5-подгруппа в Н, то Ст(Р) ~ Z(T) СТ. Но по условию леммы Н являе:
ся 5-замкнутой подгруппой в Х. Поэтому ТР = Т х Р, что противоречит свойству :) 
подгруппы Н. Поэтому простая группа Титса 2 F4 (2)' исключается из рассмотрения. 

Группа Aut(2 В2 (25 )) с р = 5 не является прос·той и содержит под индексом 5 пр1_~ 
стую группу 2 В2 (25 ) с циклической S5-подгруппой ([2], теорема XI.3.9). Поэтому групп 
Aut(2 В2 (25 )) исключается из рассмотрения. 

Группы Мс с р = 5, 14 с р = 11, М11 с р = 3 исключаются из рассмотрения внид 
ле::vrмы 2. 

Пусть Х ,...._, Lз(4) с р = 3. Тогда Х содержит не 3-замкнутую подгруппу L2(7) ([19] 
Поэтому и этот случай исключается из рассмотрения. Этим заключение (2) доказанL 
Лемма доказана. 

Лемма 4. Пустъ Х - проста.я, М'ин,ималън.а.я, пе р-за.мкн,ута.я, группа из мн.ожеств~ 

Chev, р > 2, Р - ее 'Цикли"Ческа.я, SР-подгрупп~, N = N(P), С* = С(Р), С*= Р х С, ~ 
-- Sq-подгруппа из С, q-::/= р. Тогда 

(1) N еdин,ствен,н,а.я, мшксиJ'vtалън,а.я, подгруппа в Х, содержащая Р и любую из е· 
nетривиа.л,ън,'Ых подгрупп; 

(2) N содерж;.ит н,ормализатор в Х .любой н,еедин,и'Чн,ой q-подгрупп'Ы из С*; 
(3) ее.ли ХЕ Chev(p), то Х ,...._, L2(P)i 
(4) ее.ли Х Е Chev(т), r-::/= р, т > 2 и 2 щит де.лит 1 С j, то Х ,...._, L2(rn); 
(5) ее.ли Х Е Chev(r), т-::/= р, Q не .я,в.ляетс.я, цик.ли'Ческой группой, q > 2, то q-::/= т. 

r = 2 (то естъ ХЕ Chev(2)); 
( б) если Х Е С hev ( r), r -::/= р, 1· не де.лит 1 С 1, то .люб ал с'1мовскал подгруппа из Х 

лвл.я,ется абе.левой; ее.ли П(N/С*) = П, q Е П, то q н,е делит 1 С !; в 'Частности, С 
холловска.я, подгруппа в Х; 



О подгруппах Шмидта простых неабеJrевых конечных К-групп 141 

(7) если Х Е Chev(r), r # р, N = N/C* и q (/. П(N), то либо Х Е Chev(2), либо 
, = Xq естъ цикли'Ческая сUАовская q-nodгpynna в Х и Р Xq = Р х Xq. 

:: казателъство. Пусть С* = Р х С . Тогда С* <J N и N /С* является подгруппой из 
. •t(P). Известно ([4], лем~ш 10.2), что N/C* = N является подгруппой группы Zp- J. 
_1и N = 1, то по теореме Бернсайда ([1]), теорема. IV.2.6) Х имела бы нормальное р
:::юJrнение. Поэтому N -=/:- 1. Из леммы 3 следует, что Р есть Т /-подгруппа в Х. Поэтому 

_ порождается любыми двумя элементами:, лежащими в различных SР-подгруппах из 
_ Из леммы 1 в [20] следует, что N - единственная максимальная подгруппа в Х , 

::.ержащая Р и любую из ее нетривиальных подгрупп. Этим заключение (1) доказано. 

Предположим, что q делит 1 С* 1 и Q произвольная q-подгруппа из С. Тогда 
· Q) :J Р. По условию леммы тогда N(Q) есть р-замкну1'ая подгруппа. Поэтому 
Q) ~ N. Этими рассуждениями показано , что N содержит нормализатор в Х любой 
диничной q-подгруппы из С*, этим заключение (2) доказано. 
Предположим, что Х Е Chev(p). Из замечания в скобках перед теоремой 4.247 в 
следует, что либо Х ~ L2 (pn) , либо р = 3, Х ~ 2G2(3n), либо квазипростая группа 

.ожества Chev(p) содержит подгруппу изоморфную SL(2,p) (тогда простая группа 
-ого множества содержит либо L2 (p), либо SL(2 ,p)). В последнем случае группа Х 

- удовлетворяет условию леммы, так как по условию ни SL(2,p), ни L2 (p) не могут 
- rгь собственными подгруппами в Х (по условию они являются р-замкнутыми , что 
_ _..возможно для этих групп). В сл:учае Х "' 2G2(3n) и р = З в Х имеется централизатор 
---волюции, ко·горый не является 3--замкнутой группой ([2], теорема XI. 13.h)). Если же 

_- ~ L2 (pn), то из теоремы П . 8.27(8) в [1] и условия леммы следует, что п = 1 и Х -::::::: 
__ р). Этим (3) полностью доказано. 

Пусть теперь Х Е Chev(т), р -=/:- r, r > 2. Предположим, что 2 делит 1 С 1- Тогда 
~·сть t - инволюция из С и С1 = Cx(t). По условию леммы Р <J С1 . Значит, О(С1 )-=/:- 1. 

::сть Х qp. L2 (rn), Х qp. 2G 2 (3n) с r = 3. Тогда в остальных случаях по теореме 4.247 
-5] в С1 имеется инволюция и и субнормальная подгруппа L в Сх(и) = С2 такие, 

L-::::::: SL(2, q) для некоторого нечетного q, < 'l.t >= Z(L), < О(С1 ), t > нормализует 
и C<o(Ci),t>(L) = 1. Но тогда Р ~ О(С1 ) ~ N(L) и по условию леммы группа PL 
:1яется р-замкнутой (по этой причине Р n L = 1). Поэ·гому [ Р, L] = 1, что дает нам 
Ci)(L) # 1. Это противоречие показывае'J', что Х rf- Cliev(r) - {L2 (rn), 2G2(3n)} . Если 

~- Х ~ 2G2(3n) и 2 делит 1 С 1, то для инволюции t Е С имеем Р с C(t) = С1 и по 
-:овию Р <J С1 . Но по теореме XI.13.h) в [2] С1 не является р-замкнУ'гой группой ни 

_-я одного простого дели1'еля числа 1 С, J. Если r· делит 1 С 1, то по заключению (2) 
--подгруппа Xr лежит в N и из Р <J N следует, что Xr нормализует Р. Но по теореме 

- 254(i) в [5) это невозможно. Поэтому Х ~ L2 (тn) и (4) доказано . 

Пусть далее Х Е Chev(r) , r·-=/:- р. Предположим , что Q - не является циклической 
дгруппой и q > 2. Как и выше, при доказаге.пьстве (4) показывается, что q # r. 
:сть Е - элементарная абелева подгруппа. порядка q2 в Q. По заключению (2) леммы 
рмализаторы всех(-=/:- 1) подгрупп из Е лежат в N. По теореме 4.249 в [5] тогда r = 2. 

J . м ( 5) доказано. 

Пусть Х Е Cliev(r), r # р. Предположим, что r не делит 1 С 1· Пусть Q 1 - про
:вольная Sq-подгруппа из N, содержащая Q. Тогда Q <J Q1 и Q n Z(Q 1 ) # 1. Пусть 
Е Q n Z(Q 1) . Тогда из предложения 2.6 в [21] следует, что Сх(и) есть абелева r'-

: уппа. В частности, Q1 - абелева. Предположим, что П(N/С*) = П и q Е П. Если 
1 Q С Qi, то из абелевости Сх(и) следует, что PQ 1 = Р х Q1 , что невозможно 
иду того, что N/C* является подгруппой циклической группы порядка р - 1, кото-
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рая действует на Р нетривиально. Поэтому, если q Е П, то q не делит 1 С j. Поэт 
N = Р).(С).К), где К - циклическая холловская подгруппа в N порядка р - 1, а С 
холловская в Х подгруппа ввиду заключения (2) леммы . Этим (6) доказано. 

(7) доказывается на основании заключений (2) и (6) аналогично доказательству 
ключения (5). Лемма полностью доказана. 

Лемма 5. Пустъ А <J В и группа В/А содержит рd-подгруппу Шмиdта Н/А = 
котира.я, обладает одним из свойств: 

( 1) Н является р-зам:кнутоu группой; 
(2) Н явл.я,ется р'-замкнутоu группой; 
(3) Н лвляется р-сверхразрешимоu группой. 
Тогда и группа В содержит вне А подгруппу Пl.1v1,идта Но (~ Н ), которая облаd 

тем же свойством (1), (2) или (3), что и Н, причем П(Н) = П(Но) и. либо Но~ 
- -Н -

либо Н0 - примарная группа и< Н0 >= Н. 

Доказателъство. Среди подгрупп, порождающих вместе с А всю группу Н, выбе: 

наименьшую по включению L. По лемме 2 из [22] А n L ~ Ф(L). Тогда Н = Н/-. 
AL/A ~ L/L n А. Из доказательства теоремы IП.3.5 в [1] следует, что если Н обла. 
свойством (1), то и L им обладает; если Н обладает свойством (2), то и L И).I обла...:r 

Из теоремы Vl.8.6 в [1] следует, что если Н является р-сверхразрешимой группой 
и L - р-сверхразрешимая группа. То, что П(Н) = П(L) следует из теоремы ПI.З 
[1}. Так как L/ L n А - группа Шмидта, то L - ненильпотентная группа. Значит. 

содержит минимальную ненильnотентную подгруппу Н0 1 которая наследует люб 
свойств (1)-(3) группы L. Ясно, что Н0 q;._ L n А, так как последняя - нилъпоте . 
группа. Из Н0 ~ L теперь следует, что Но q;._ А. 

Пусть Но = НоА/ А 9:' Но/ H0 nA. Если Но р-замкнутая группа, то из свойств г~ 
Шмидта [23]-[25] следует, что либо Н0 есть группа Шмидта, либо Н0 есть циклич 
q-группа, где q f. р, q Е П(Н) . В первом случае, очевидно, Н0 ,....., Н, так как собствен
подгруппы в Н являются нильпотентными . Во втором с.лучае Sр-подгруппа Т и· 

лежит в LnA ~ Ф(L) по построению Но в L. Поэтому T<JH0 и Н0 является р-замкн: 
- Il -

группой. В частности, она не может быть р'-замкнутой группой. Если< Н0 >= R С 
то из R <J Н,....., L/L n А и L n А ~ Ф(L) следует ввиду теоремы IIl.3.5 в [1], что -
R - нильпотентные группы. Это невозможно ввиду Н0 ~ R. Если Но - р'-замкн. 

группа, то Н0 есть либо группа Шмидта, либо циклическая р-группа и анало . 
-н -

доказывается, что < Н0 >= Н . .Jlемма доказана. 
Теорема 2. Пустъ Х - конечная простая не.абелева К -группа, у которой все 

ственнъ~е подгруппъt р-замкнуm'Ы, р > 2. 1'огда ){ содержит р-сверхразрешиму
замкнуrпую рd-подгруппу Шмидта. 

Доказателъство. Если Х ~ АР,р;::::: 5, то SР-подгруппа Риз Х имеет порядок р 
теоремы Бернсайда ([1], теорема IV.2.6) следует, что подгруппа Н = N(P) обла.
тем свойством, что N(P)/C(P) f. 1 и j N(P)/C(P) 1 делит р - 1. Пусть С(Р) = Р • 
Поэтому в Н = N ( Р) /С можно взять подгруппу К простого порядка q, делящего р -
и взять в Н подгруппу порядка pq, которая и будет р-сверхразрешимой подгруr 
Шмидта. Тогда из леммы 5 следует, что в Н И1Vfеется р-сверхразрешимая р-замкн. 
pd-подгруппа Шмидта. 

Все группы множества Spor, удовлетворяющие условию следствия, перечислен;· 
заключениях (1)-(9) леммы 2. Там же ука.заны нормализаторы соответствующих си.-: 
ских р-подгрупп, которые сами и являются искомыми подгруппами Шмидта, исклю 
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-.."'!ай Х "' F 3 , р = 13. В этом случае в N(P) имеются подгруппы lllмидта нужного 
йства порядка 13 · 2 и 13 · 3. 
Пусть теперь Х Е Chev. Из леммы 4 следует, что в Х имеются подгруппы N и 

· = Р х С такие, что N = Nx(P), и N = N/C* изоморфна неединичной подгруппе из 
_ 1, где Р - циклическая Sр-подгруппа в Х . Поэтому в N/C есть подгруппа порядка 
:· где 1 # q делит р - 1, которая, очевидно, будеrr' р-замкнутой р-сверхразрешимой 

дгруппой Шмидта в N. Из леммы 5 тогда следует, что и в N (то есть в Х) есть 
замкнутая р-сверхразрешимая рd-подгруппа Illмидта. Теорема доказана. 

bstract. Let G Ье а finite sirnple non-abelian K-gi-011p in which al] its subgroups аге p
_.эsed, р > 2. It is proved t11at G contains а p-supersoluЫe p-closed Schшidt pd-subgroup. 

Schrnidt pd-subgгoup is а rniпirnal non-лilpotent fiпite group of the order divisiЫe Ьу а 
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