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Аннотация. В статье предложен эффективный, практичный, 
наглядный способ решения актуальной прикладной задачи о на-
хождении максимума потока по транспортной сети с нескольки-
ми источниками и стоками.
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Многие прикладные задачи связаны с транспортировкой объ-
ектов различной природы. Например, перевозка груза, пассажи-
ров по транспортным магистралям; перекачивание воды, нефти, 
газа по трубопроводам; передача электричества по электросетям; 
информации — по каналам связи.

Эти процессы имеют общие признаки: есть узлы и линии, их 
связывающие, линии имеют направления и пропускные способ-
ности. Поэтому такие процессы удобно представлять орграфами. 
Связный орграф без петель, вес каждой дуги которого есть нату-
ральное число (пропускная способность дуги) назовем сетью. На 
практике пропускная способность дуги необязательно выража-
ется натуральном числом. Ограничение на тип числа вызвано не-
обходимостью математического моделирования реальной ситуа-
ции. Возникает вопрос: какова максимальная величина потока 
(машин, сообщений, жидкости и т. п.), который может войти в 
сетевую систему и выйти из нее за единицу времени?

Определим основные понятия. В сети выделим особые верши-
ны: источник I — из него дуги только выходят и сток S — в него 
дуги только входят. Остальные вершины — транзитные. Реализа-
цией потока назовем распределение по дугам объектов, пересы-
лаемых от источника к стоку. Очевидно, что число объектов, пе-
ресылаемых по дуге в единицу времени (расход), ограничено ее 
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пропускной способностью. Величиной потока F является количе-
ство объектов, пересылаемых при данной реализации от источ-
ника к стоку в единицу времени.

Из закона сохранения материи следует:
·· сумма расходов дуг, выходящих из источника, равна сумме 
расходов дуг, входящих в сток;

·· для транзитной вершины сумма расходов дуг, входящих в 
вершину, равна сумме расходов дуг, выходящих из нее;

·· максимальный расход последовательно соединенных дуг ра-
вен наименьшей из их пропускных способностей.

Если расход по дуге равен ее пропускной способности, дугу 
назовем насыщенной. Любой путь от источника к стоку, содер-
жащий такую дугу, также насыщенный. Наконец, реализация по-
тока — насыщенная, если насыщены все формирующие ее пути. 
Разрезом называется множество R дуг сети, удаление которых 
блокирует все пути из источника в сток, а пропускной способно-
стью C(R) разреза R — сумма пропускных способностей c(x;y) 
входящих в него дуг:

Разрез с наименьшей пропускной способностью Rmin называется 
минимальным. Согласно теореме Форда — Фалкерсона Fmax = C(Rmin) 
[1, с. 158]. Доказательство данной теоремы конструктивно, т. е. яв-
ляется алгоритмом нахождения максимальной величины потока по 
сети с одним источником и одним стоком. Однако непосредственно 
применить этот алгоритм к сети с несколькими источниками и сто-
ками невозможно.

Сведем такую сеть к сети с одним источником и одним стоком 
добавлением ко множеству имеющихся вершин двух фиктив-
ных — субисточника I0 и гиперстока Sn+1. Из I0 выпустим по одной 
фиктивной дуге, соединяющей его с каждым фактическим источ-
ником. Пропускная способность каждой фиктивной дуги равна 
сумме пропускных способностей фактических дуг, исходящих из 
соответствующего источника. Аналогично поступаем с гипер-
стоком Sn+1. Это формальное расширение сети не изменит вели-
чину пропускаемого по ней потока.
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Рассмотрим практический пример, иллюстрирующий предло-
женную схему решения подобных задач. Допустим, места добычи 
нефти расположены в трех географических пунктах. Из мест до-
бычи I0, I1, I2, I3 нефть транспортируется на четыре нефтеперера-
батывающих завода S9, S10, S11, S12 через пять транзитных пунктов 
T4, T5, T6, T7, T8 (рис. 1). Пропускные способности коммуникаций 
обозначены числами в круглых скобках. Найдем максимальное 
количество нефти, транспортируемой в единицу времени из мест 
добычи на нефтеперерабатывающие заводы.

Рис. 1. Транспортная сеть

Решим эту задачу в три этапа. Первый — расширение сети, 
второй — создание насыщенного потока, третий — определение 
минимального разреза и его пропускной способности, а следова-
тельно, и максимальной величины потока.

Первый этап. Вводим субисточник I0. Строим фиктивную дугу 
(I0;I1) с пропускной способностью c(I0;I1) = c(I1;T4) + c(I1;T6) = 2 + 10  = 
= 12. Аналогично c(I0;I2) = 9 и c(I0;I3) = 13. Вводим гиперсток S13. 
Фиктивная дуга (S9;S13) имеет пропускную способность c(S9;S13) = 

 
Рис.1. Транспортная сеть 
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= c(T4;S9) + c(T6;S9) = 4 + 1 = 5. Аналогично c(S10;S13) = 10, c(S11;S13) = 
= 19, c(S12;S13) = 10.

Второй этап. Формируем начальный поток. По пути I0 → I1 → 
→ T4 → S9 → S13 пропускаем поток, равный min{12;2;4;5} = 2 
единицам, по пути I0 → I1 → T6 → S9 → S13 пропускаем поток, 
равный min{12–1;10;1;5–2} = 1 единице и т. д. Сформированный 
таким образом поток — насыщенный, так как каждый путь со-
держит насыщенную дугу.

Третий этап. Чтобы выяснить, является ли величина насы-
щенного потока максимальной, находим ненасыщенные дуги, 
а для них — соответствующие разности пропускной способности 
дуги и проходящего по ней потока. Вершины I0 и S13 связаны ду-
гами. Специальным образом пометим вершины: I0 пометим –I0, 
смежную ей вершину I1 пометим +I0 (так как эти вершины соеди-
няет ненасыщенная дуга I0 → I1), вершину T6 помечаем +I1 (так 
как эти вершины соединяет ненасыщенная дуга I1 → T6). Помет-
ка вершины T8 невозможна, так как дуга T6 ←  T8, имеющая на-
правление, обратное потоку, пустая. Вершину I2 помечаем +I0, так 
как эти вершины соединяет ненасыщенная дуга I0 → I1, вершину 
T5 помечаем +I2, так как дуга I2 → T5 — ненасыщенная. Дальней-
шая пометка вершин невозможна, так как дуга T5 ←  T7, входящая 
в вершину T5, пустая. Вершина S13 оказалась непомеченной, поэ-
тому поток имеет максимальную величину. Чтобы ее найти, вы-
числим пропускную способность минимального разреза C(Rmin) 
данной сети.

Сначала определим дуги, образующие минимальный разрез 
сети. Для этого все вершины разобьем на два непересекающихся 
множества: помеченные вершины A = {I0;I1;I2;T5;T6} и непомечен-
ные вершины B = {I3;T4;T5;T7;T8;S9;S10;S11;S12;S13}.

Минимальный разрез образуют дуги, исходящие из вершин 
множества A и входящие в вершины множества B, а также дуги, 
исходящие из вершин B и входящие в вершины A: R = {(I0;I3), 
(I1;T4), (I2;T8), (T5;S10), (T6;S9), (T6;S12), (T7;T5), (T8;T6)}.

Минимальный разрез найден для расширенной сети, в него 
попала фиктивная дуга (I0;I3), которой соответствуют две факти-
ческие дуги (I3;T7) и (I3;T8). Также в минимальный разрез попали 
две дуги с началом в вершинах множества  и концом в вершинах 
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множества A: (T8;T6), (T7;T5). В общем случае при вычислении 
пропускной способности минимального разреза C(Rmin) величи-
на потока, проходящего по таким дугам, берется со знаком «ми-
нус». В нашем случае c(T8;T6) = c(T7;T5) = 0. В итоге имеем Fmax = 
= C(Rmin) = 5 + 8 + 2 + 4 + 4+ 1 +5 = 29 (единиц). Обозначим полу-
ченный поток максимальной величины жирными стрелками, ми-
нимальный разрез сети — жирной кривой (рис. 1).
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