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моделирование трещинообразования 
в железобетонной балке

Аннотация. Разработан алгоритм поиска трещин в железобе-
тонной балке по полю напряжения и полю деформации с малыми 
неразрушающими нагрузками. Показано, что поперечные трещи-
ны могут быть обнаружены только по полю напряжений в зонах 
локализации низкого напряжения на грани. Продольные трещины 
выявляются и по полю напряжений, и по полю деформаций с обя-
зательным условием крутящего момента вдоль балки. Моделиро-
ванием проверено и объяснено, что контактные зоны двух тел 
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с малой деформацией удовлетворяют принципу зеркальных изо-
бражений. Разработанный алгоритм сэкономит материальные 
средства в строительстве.

Ключевые слова: динамика трещинообразования, теория упру-
гого контактного взаимодействия, моделирование систем, прин-
цип зеркальных изображений.

В работе показано, что моделирование нагруженной железо-
бетонной балки в оболочке ANSYS, позволяющей учитывать не-
линейные эффекты деформации и температурный режим взаи-
модействия нескольких десятков тел [1], приводит к тем же ре-
зультатам, что и в теории упругости для контакта двух тел по Л. 
Д. Ландау [2; 3]. Моделированием обнаружен и обоснован инте-
ресный факт, связанный с тем, что области малой деформации 
двух тел вблизи контактной области подчиняются принципу зер-
кальных изображений. Оказалось, что продольные трещины 
можно выявить, прилагая крутящий момент вдоль балки. Попе-
речные трещины обнаруживаются только по полю напряжений. 
Выявление и устранение трещин при безопасных нагрузках при-
ведет к значительной экономии материальных средств в строи-
тельстве. Область трещины можно усилить сварным бандажом, 
охватывающим балку.

Мы смоделировали лабораторную установку для проверки же-
лезобетонной балки на прочность. Края бетонной балки размера-
ми 0,25×0,3×3 м3 опираются на два неподвижных цилиндра из за-
каленной стали (Structural Steel) диаметром м. Гидравлический 
пресс оказывает вертикальное усилие на расстояниях 1/3 и 2/3 от 
концов балки через бруски (Structural Steel) 0,25×0,1×0,1 м3. Ниж-
ние цилиндры закреплены (обеспечивается функцией Fixed Sup-
port). Балка содержит три арматурных стержня (Stainless Steel) ди-
аметром 14мм и длиной 3м на высоте 1/3 части от нижней грани, 
т. е. в области, где бетон и стержни работают на растяжение. Кон-
такт между стержнями и бетоном Bonded-Solid To Solid (аналог 
склеенных деталей). Между балкой, брусками и цилиндрами уста-
новлен контакт No Separation-Solid To Solid. Арматурные стержни 
расположены симметрично относительно плоскости сим метрии 
балки для визуализации поля напряжения в центральном стержне.
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Для экономии ресурсов оперативной памяти компьютера на 
этапе создания геометрии была использована симметрия модели 
двумя плоскостями. В результате на рисунках изображена чет-
вертая часть модели.

Для моделирования динамики трещины в дереве проекта Mo-
del (A4)FractureCrack (Semi-Elliptical) нами выбрана полуэллипти-
ческая трещина. Трещина закреплялась на нижней грани балки. 
Продольная трещина вытянута вдоль балки (большая и малая по-
луоси 0,6 м и 0,08 м соответственно, больший радиус контура 0,01 
м, число участков фронта 100, площадь трещины составляет 1/10 
площади поперечного сечения балки, рис. 1б, 1в). Поперечная 
трещина ориентирована поперек балки (большая и малая полуоси 
0,05 м и 0,02 м соответственно, больший радиус контура 0,005 м, 
число участков фронта 20, площадь трещины составляет прибли-
женно 1/50 площади поперечного сечения балки, рис. 1а).

На рис. 1а балка нагружена по лабораторной схеме двумя сим-
метричными силами F = 600 000H, что в десять раз меньше сил, 
необходимых для раскрытия трещины. На рис. 1а трещина не 
раскрыта (синий овал на нижней грани слева). Но поле напряже-
ний на рис. 1а сильно неоднородно. Трещина локализует область 
пониженного напряжения на нижней грани балки. Трещину и 
область локального минимума напряжения можно найти, напри-
мер, установкой тензорезисторных датчиков напряжений НПО 
«Импульс» на нижнюю грань балки. На рис. 1а видно, что арма-
турные стержни напряжены сильнее бетона и работают на растя-
жение (в них напряжение в десять раз больше, чем в бетоне). Мас-
са балки с тремя стержнями составляет 140 кг. Отметим, что мо-
мент внешних сил и момент силы тяжести направлены вдоль 
фронта трещины.

Гораздо сложнее подобрать нагрузку и обнаружить продоль-
ные трещины в образце. Сила тяжести в модели учитывалась с 
помощью функции (Static Structural A5)Standard Earth Gravity. 
Оказывается, что необходимо дополнительно приложить враща-
ющий момент (Static Structural A5)Moment. На рис. 1б, 1в крутя-
щий момент сил М = 106Н ∙ м приложен к боковой грани балки и 
направлен вдоль большего ребра балки, что во много раз превы-
шает момент силы тяжести балки (порядка 10 000Н∙м).
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На рис. 1б показано поле деформаций с продольной трещиной 
вдоль большего ребра. Для визулизации граней балка повернута. 
Поле деформаций асимметрично относительно нижней и верхней 
сторон каждой грани. Как видно, деформация на верхнем берегу 
над трещиной (красный цвет) значительно превышает деформа-
цию на нижнем ее берегу (синий цвет). Это свойство сохраняется 
вдоль всего фронта трещины. Такая несимметричность поля дает 
возможность обнаруживать продольные трещины по полю де-
формации лазерными методами (деформация составляет 2 мм). 
Например, для измерения деформации можно применить лазер-
ную систему для неразрушающего контроля композитных изде-
лий большой площади Q-800 (Dantec Dynamics). 

Поле напряжений (рис. 1б) более симметрично и однородно 
по сравнению с полем деформаций. Локально участки высокого 
напряжения на нижней грани видны в двух узлах, ограниваю-
щих фронт трещины, а на боковой грани более напряжена ниж-
няя близкая к трещине часть, а именно, напряжение заметно 
вдоль всего фронта трещины. 

Запишем уравнение равновесия упругой среды φ(х,у) — по-
тенциал Эри (х,у): 

22 2 4 4 4
2

2 2 4 2 2 42 0.
x y x x y y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∆∆φ = ∆ φ = + φ = + + φ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
(1) 

Для суммы нормальных компонент тензора напряжений (сле-
да тензора) верно: 

( )
2 2 2 2

x y x y x y2 2 2 20, , , 0.
y y y y

∂ φ ∂ φ ∂ φ ∂ φ∆∆φ = σ = σ = ⇒ σ + σ = + = ∆φ ∆ σ + σ =
∂ ∂ ∂ ∂

 (2) 
В трехмерном случае ( )σ σ σ ( , ) 0∆ + + ≈ ∆σ = ∆ =x y z z zP x y  

для нормального к площадке контакта двух тел давления. Зна-
чит, след тензора удовлетворяет уравнению Лапласа (2). Потен-
циал в электростатике в области свободной от зарядов подчиня-
ется уравнению Лапласа. Электрический потенциал φ (его ис-
точник — электрические заряды) удовлетворяет также принци-
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пу зеркальных изображений (принципу инверсии [3]): 
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Следовательно, компонента ),( yxPz  удовлетворяет и прин-
ципу зеркальных изображений 
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где ', rr  — расстояния от зарядов до центра проводящей по-
верхности радиусом R. 

 

 
 

 

Рис. 1а. Скрытая поперечная 
трещина в поле напряжений 

балки с нагрузкой F = 600 000H  

Рис. 1б. Поле деформаций чет-
верти балки с учетом силы тя-

жести и крутящего момента 
М = 106Н ∙ м вдоль фронта про-

дольной трещины 
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Рис. 1в. Поле напряжений в балке с крутящим моментом 
М = 106Н ∙ м вдоль фронта продольной трещины 

 
В нашем случае это расстояния от центров эллипсоидов нор-

мальной компоненты тензора напряжений до центра кривизны 
контактной поверхности двух тел. Суммарная деформация двух 
контактирующих тел определяется по формуле Ландау [2]: 

( ) ( )
' 2 ' 2
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P x y
x y dx dy

E E r
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( ) ( )2 2' 'r x x y y= − + −  (3) 

где σ΄ — коэффициент Пуассона для бетона; 
Е΄ — модуль упругости бетона; 
σ — коэффициент Пуассона для стали; 
Е — модуль упругости стали, область интегрирования — эл-

липс с полуосями a, b (a, b — функции от кривизны тел в зоне 
контакта).  

Пусть a = b = R. Оценим по формуле (3) связь между дефор-
мацией и напряжением: 
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Более точно численными методами двойной интеграл по эл-
липтической области можно посчитать алгоритмами [4; 5]. 

По Л. Д. Ландау [2]: 
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То есть средняя величина давления )(rPz  близка к ее значению 
в центре контакта (рис. 1а) )0(zP . Измерения деформаций в зоне 
контакта также подтверждают закон 2' Rrr =  (рис. 1б). 

Показано, что напряженные контактные зоны двух тел сов-
падают с областями малых деформаций (4). Потенциал напря-
жений Эри удовлетворяет бигармоническому уравнению. Нор-
мальная компонента давления удовлетворяет уравнению Лапла-
са (2) и принципу зеркальных изображений. Для центров эллип-
соидов напряжений (осей цилиндров напряжений в двумерном 
случае) контактных тел справедлива формула ' 2.rr R=  Вместе с 
тем и для центров зон с малой деформацией также справедлив 
принцип зеркальных изображений ' 2.rr R=  Скрытые попереч-
ные трещины в балке можно выявить только по полю напряже-
ний. Для выявления же продольных трещин можно использо-
вать как поле напряжений, так и поле деформаций с добавлени-
ем к лабораторной схеме крутящего момента вдоль балки. 
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Golubeva O., Ehilevskiy S., Pastuhov Y.,
Pastuhov D., Sorokin P.

SIMULATION OF CRACKING 
IN THE REINFORCED CONCRETE BULK

Abstract. The algorithm for searching for cracks in a reinforced 
concrete beam along the stress field and deformation field with small 
non-destructive loads has been developed by modeling. It is shown that 
transverse cracks can be detected only on the stress field in the zones of 
localization of low voltage on the face. Longitudinal cracks are revealed 
both in the stress field and in the field of deformations with the necessary 
condition of the torque along the beam. Simulation has been verified and 
explained that the contact zones of two bodies with small deformation 
satisfy the principle of mirror images. The developed algorithm will save 
material resources in construction.

Keywords: fracture dynamics, the theory of elastic contact interac-
tion, system modeling, the principle of mirror images.


