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При моделировании различных теоретических и практических задач 

возникает ситуация, когда известны лишь некоторые ограничения, 

накладываемые на случайную величину. Чаще всего такими ограничениями 

являются значения моментов распределений, но могут быть и другие условия, 

например, ограничение области возможных значений случайной величины. В 

рамках определенной математической модели в качестве такого критерия 
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предлагается принцип экстремума энтропии, согласно которому из всех 

подходящих распределений следует выбирать то, которое обладает 

максимальной энтропией в данных условиях [1]. Это позволяет получить 

нетривиальные результаты синтетическими методами, минуя громоздкое 

математическое моделирование задач. 

Проиллюстрируем сказанное на примере получения асимптотического 

выражения для факториалов, известного как формула Стирлинга. 

С помощью n -кратного интегрирования по частям  dxedV x  и 

правила Лопиталя можно убедится в справедливости цепочки равенств: 
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которое можно интерпретировать как условие нормировки для 

плотности вероятности   некоторой неотрицательной случайной величины:  

xnex
n

xf 
!

1
)(           (3) 

С помощью (1) и (3) найдем её математическое ожидание дисперсию и 

среднеквадратическое отклонение: 

1
!

)!1(

!

1
)()(

0

1

0




 





n
n

n
xdex

n
xdxfxXM xn

,    (4) 

)2)(1(
!

)!2(

!

1
)()(

0

2

0

22 


 





nn
n

n
xdex

n
xdxfxXM xn

, 

1)1()2)(1()()()( 222  nnnnXMXMXD , 

1)()(  nXDX .        (5) 

Заметим, что при 0n  распределение (3) переходит в экспоненциальное 

с единичным параметром. Аддитивная зависимость )(XM от номера n  (4) 

позволяет (с учетом свойств математического ожидания) сделать вывод, что 

(3) задает плотность вероятности суммы 1n  экспоненциально 

распределенного слагаемого, известную как γ-распределение с 1n  степенью 

свободы. 
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Согласно (4) и (5) при больших n  слева от матожидания в области 

возможных значений X  помещается сколько угодно среднеквадратических 

отклонений: 
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То есть, область возможных значений X из полубесконечной    ,0x  

при n  превращается как бы в бесконечную. На ней максимум энтропии 

обеспечивается нормальным распределением 

))((ln XfMS            (7) 

 
2

2

)(2

)(

)(2

1

!

1
)( x

xMx

n

xn e
x

ex
n

xf 








   ,     (8) 

где x  принадлежит интервалу, обеспечивающему для нормального 

закона практически весь вклад в энтропию (7). Выполнив в (7) и (8) замену 

переменной  )(/))(( XXMxy         (9) 

при n  получим: 
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При получении (10) учтено условие нормировки 
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и единичность дисперсии приведенной случайной величины Y : 
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В справедливости последнего равенства можно убедиться 

интегрированием по частям  2yU  . 

Согласно неравенству Чебышева, погрешности приближенных равенств 

в (11) и (12) оцениваются величинами 2/1 c  и 222 /1~/1/2

2

ccce
c




 , которые 

быстро убывают с ростом c : 

1...99994,0
2

14

4

2

2






yde
y


, 199887,0

2

14

4

22

2






ydey
y


.  (13) 



464 

 

С учетом (9), это позволяет для  
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совместить критерий справедливости асимптотики (8) ( 1/1 2 c ) с 

условием квазибесконечности области возможных значений )()( XMXc 

: 
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Подставив в (8) любое x  из интервала (14) (например )(XMx  ) и 

учитывая (4) и (5), получим: 
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Откуда, пренебрегая в скобках единицами (16) по сравнению с n , 

получим асимптотическое выражение для факториалов с большими 

аргументами, известное как формула Стирлинга: 
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