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Введение 

Данное учебное пособие посвящено методу интегрирования правильных 

рациональных дробей. Точнее, представлению правильной рациональной дроби в виде 

суммы простейших дробей. Алгоритм последовательных предельных переходов и 

вычитания дробей посвящен всего одной главе математического анализа – 

интегрированию функций  представимых правильными рациональными дробями. Как 

известно, после замены переменных  к интегрированию рациональной дроби можно 

свести некоторые функции с радикалами, тригонометрические выражения в виде дроби и 

так далее. 

Новый метод ППВ по сравнению с известным методом неопределенных 

коэффициентов для разложения на элементарные дроби обладает рядом преимуществ. 

Используя метод неопределенных коэффициентов для отыскания n коэффициентов   

нужно вычислить разложение в n различных точках и составить систему линейных 

алгебраических уравнений СЛАУ из n уравнений, точное решение которых достаточно 

сложно при n>10. Метод последовательных пределов и вычитания дробей позволяет 

вычислять в среднем по одному коэффициенту на один шаг алгоритма (одно вычитание 

дробей и один предельный переход). Совместно со свойствами симметрии правильной 

рациональной дроби (четности либо нечетности исходной дроби) алгоритм ППВ 

позволяет ускорять процесс нахождения неизвестных коэффициентов. 

Отметим, что алгоритм последовательных предельных переходов и вычитаний 

дробей охватывает любые возможные рациональные дроби. То есть, если знаменатель 

дроби содержит кратные простые корни или кратные квадратичные трехчлены 

неразложимые на простые множители или их комбинации. 

Комбинирование обоих методов, метода неопределенных коэффициентов и метода 

последовательных предельных переходов и вычитаний рациональных дробей принесет 

большую пользу, чем один метод неопределенных коэффициентов на практике. 

Несомненно, что метод последовательности вычисления пределов и вычитаний 

легко обобщить на любую другую функцию, не обязательно представимой в виде 

правильной рациональной дроби. Но при этом представимой в виде суммы элементарных 

функций.  

В работе решено 6 примеров для всех указанных случаев знаменателя правильной 

рациональной дроби, выполнена проверка для каждого примера. В конце учебного 

пособия  в корректной форме сформулирован алгоритм ППВ. 
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Пример 1. Знаменатель рациональной дроби имеет только кратные действительные корни. 

Разложить рациональную дробь
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Решение. Разложим знаменатель дроби на простые делители. С учетом кратности простых 

делителей представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 
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1.1 шаг. Найдем B1. Умножим левую и правую части (1) на (x-1)
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  и перейдем к пределу при 
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1.2 шаг. Вычтем из левой части формулы (1) найденную дробь в правой части 
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Приводить к общему знаменателю левую часть в последнем выражении не обязательно. 

2.1 шаг. Найдем B2. Умножим левую и правую части (1) на (x-1)
2
  и, используя правило Лопиталя 

в левой части перейдем к пределу при x1 в левой и  правой части последнего выражения  
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3.1 шаг. Вычтем из левой части формулы (1) уже две найденные дроби в правой части 
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3.2 шаг. Найдем B3. Последнее выражение умножим на x-1 и, используя правило Лопиталя в левой 

части перейдем к пределу при x1 в левой и  правой части последнего выражения
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Заметим, что исходная рациональная дробь является четной функцией аргумента x, то есть 
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4.1 шаг. Найдем B4. Умножим левую и правую части (1) на (x+1)
3
  и перейдем к пределу при 

:1x
 

               
 

1

36

2

5

3

43

2

2

3

1

33

3

1
11111111

1







































x
x

x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

xx

x

  8

1

1

1
44

1

3





BB
x

x  

Аналогично, в силу четности функции Q(x) получим, что сумма элементарных дробей с 

нечетными степенями в знаменателе должна быть четной функцией.
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4.2 шаг. Найдем B5. Вычтем из левой части формулы (1) найденную дробь  318
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Умножим левую и правую части (1) на (x+1)
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Используя правило Лопиталя, перейдем к пределу при x-1
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Итак, окончательно получили разложение исходной правильной рациональной  дроби
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Сделаем проверку.  

Поскольку    
 

   
 

   
 

   33

2

33

2

33

2323

33
1116

134

1116

262

1116

1331332

18

1

18

1



















 xx

x

xx

x

xx

xxxxxx

xx

   
 

   
  
   33

22

22

2

22
1116

116

11

1

16

6

116

3

116

3

















xx

xx

xx

x

xx
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   
 

   33

22

2
1116

16

1

1

16

6

1

1

1

1

16

3




























 xx

x

xxx

      
           

)(
11

1

1116

16

1116

13411616
)(

333333

22222

xQ
xxxxxx

xxxx
xQ 










  

Пример 2. Знаменатель рациональной дроби имеет действительный корень и кратный множитель 

с парой комплексно сопряженных корней x1,2= ± i. Разложить рациональную дробь

  )1(1

1
)(

22 


xx
xQ  на простейшие дроби.  

Решение. Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 

   
)2(

111)1(1

1
)(

2

22

22

11

22 















x

C

x

BxA

x

BxA

xx
xQ

 

1.1 шаг. Найдем C. Умножим левую и правую части (2) на (x+1)  и перейдем к пределу при 

:1x        1
2

22

22

11

22
)1(

11111

)1(



































x
x

x

C

x

BxA

x

BxA

xx

x

  4

1

1

1

1

22







C
x

C

x

 

2.1 шаг. Перейдем к пределу в бесконечно удаленной точке, в которой правая часть формулы (2) 

имеет  два последних слагаемых как нуль первого порядка. Сначала умножим левую и правую 

части (2) на x и перейдем к пределу при x∞  

   
,

111)1(1
2

22

22

11

22
x

x

C

x

BxA

x

BxA

xx

x





























 

   
.

4

1

111
lim0

)1(1
lim 22

22

22

11

22





























 
CAx

x

C

x

BxA

x

BxA

xx

x

xx  

3 шаг. Легко вычислить значение выражения (2) в точке x=0, в которой выражение (2) 

максимально простой вид 

   
1

1010

0

10

0
1

)10(10

1
)0( 212

22

22

11

22
















 BBC

CBABA
Q

 

3.1 шаг. Вычтем в левую часть все дроби, в том числе и две найденных, кроме дроби 
12

2

x

B
 

    11)1(4)1(4

1

)1(1

1
2

2

22

11

222 













 x

B

x

BxA

x

x

xxx
 

Последнее выражение умножим на x
2
 :      11)1(4)1(4

1

)1(1
2

2

2
2

22

11

2

2

22

2





































 x

Bx
x

x

BxA

x

x

x
x

xx

x
 

3.2 шаг. Вычислим коэффициент B2. Перейдем к пределу на  плюс бесконечности с учетом 

)1)(1(4

1

)1)(1(

1

4

1

)1(4)1(4

1
22

22

2 















xx

x

xx

xxx

x

x

x

4

1

)1)(1(4
lim

)1(4)1(4

1
lim

2

23

2

2

2 
































 xx

xx

x

x

x
xB

xx
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4.1 шаг. Вычтем из левой части выражения (2) три найденные дроби, получим
 

           22

11

22222

11

222 11)1(4

2

)1(1

1

114

1

)1(4

1

)1(1

1

























 x

BxA

xxxxx

BxA

x

x

xxx
 

4.2 шаг. Найдем коэффициент A1.Умножим последнее выражение на   x
3 
 

     
3

22

11

2

3

22

3

11)1(2)1(1
x

x

BxA

xx

x

xx

x
























  

Перейдем к пределу на плюс бесконечности 

     
,

11)1(2)1(1

3

22

11

2

3

22

3

x
x

BxA

xx

x

xx

x























   2

1

1)1(2
lim

2

3

1 



 xx

x
A

x
 

Наконец, из пункта 3 находим
2

1

4

1

4

1
11,1 2121  BСBBBC  

Выполним проверку 

     



























)1(4

1

14

1

14

)1(2

111
2222

22

22

11

xx

x

x

x

x

C

x

BxA

x

BxA

   
 

 
   

)(
)1(1

1

)1(14

12112

)1(14

11)1)(1()1)(1(2
2222

2442

22

222

xQ
xxxx

xxxx

xx

xxxxxx













  

Пример 3. Знаменатель рациональной дроби представляет собой квадратный трехчлен  кратности 

два с парой комплексно сопряженных корней. Разложить правильную рациональную дробь на 

простейшие дроби  

     
)3(

111

1
)(

2

22

22

11

22

2
















xx

BxA

xx

BxA

xx

x
xQ  

Решение. Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 

     111

1
)(

2

22

22

11

22

2
















xx

BxA

xx

BxA

xx

x
xQ  

1 шаг. Вычислим выражение (3) в точке x=0, получим

     
1

100

0

100

0

100

10
212

22

22

11

22

2















BB

BABA
 

2.1 шаг. Найдем коэффициент A2. Умножим последнее выражение на x и перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 

     
,

111
2

2

2

2

22

1

2

1

22

3















xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xx

     
0

111
lim

2

2

22

1

2

1

22

3

2 



























 xx

xB

xx

xBxA

xx

xx
A

x  

3.1 шаг. Найдем коэффициент B2. Умножим последнее выражение (3) на x
2
 и перейдем к пределу 

на плюс бесконечности 
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     
,

111
2

2

2

3

2

22

2

1

3

1

22

24















xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xx

     
1

1
lim

11
lim

22

4

22

2

1

3

1

22

24

2 









































 xx

x

xx

xBxA

xx

xx
B

xx
 

3.2 шаг. Вычтем из левой части (3) найденное второе слагаемое в правой части, получим 

   
 

     
0,1

111

11

1

1

1

1
1122

11

2222

22

222

2























BA

xx

BxA

xx

x

xx

xxx

xxxx

x
 

Убедимся также в справедливости условия 1 

110121  BB  

Выполним проверку 

            
)(

1

1

1

1

1

1

111
22

2

22

2

2222

22

22

11 xQ
xx

x

xx

xxx

xxxx

x

xx

BxA

xx

BxA




























 

Пример 4. Знаменатель рациональной дроби представляет собой квадратный трехчлен  кратности 

три с парой комплексно сопряженных корней. В числителе дроби кубический многочлен. 

Разложить правильную рациональную дробь на простейшие дроби  

       
)4(

1111

1
)(

22

22

22

22

32

11

32

3





















xx

BxA

xx

BxA

xx

BxA

xx

xx
xQ   

Решение. Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 

       1111

1
)(

2

33

22

22

32

11

32

3





















xx

BxA

xx

BxA

xx

BxA

xx

xx
xQ  

1.1 шаг. Найдем коэффициент A3. Умножим последнее выражение на x и перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 

       1111
2

3

2

3

22

2

2

2

32

1

2

1

32

24




















xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xxx

       
0

1111
lim

2

3

22

2

2

2

32

1

2

1

32

24

3 
































 xx

xB

xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xxx
A

x  

2.1 шаг. Найдем коэффициент B3. Умножим выражение (4) на x
2
 и перейдем к пределу на плюс 

бесконечности 

       
,

1111
2

2

3

3

3

22

2

2

3

2

32

2

1

3

1

32

235




















xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xxx

     
0

111
lim

22

2

2

3

2

32

2

1

3

1

32

235

3 





























 xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xxx
B

x  

 

3 шаг. Найдем максимально простую связь на коэффициенты выражения (4) в точке x=0 

       
1

100

0

100

0

100

0

100

100
3212

33

22

22

32

11

32

3




















BBB

BABABA
 

3.1 шаг. Найдем коэффициент A2. Умножим обе части выражение (4) на x
3
 и перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 



10 
 

     22

3

2

4

2

32

3

1

4

1

32

346

111 













xx

xBxA

xx

xBxA

xx

xxx

       
1

1
lim

111
lim

32

346

22

3

2

32

3

1

4

1

32

346

2 
































 xx

xxx

xx

xB

xx

xBxA

xx

xxx
A

xx
 

4.1 шаг. Вычтем из левой части(4)три найденные дроби. 

   
 

       22

2

32

11

32

2

32

233

2232

3

111

1

1

1

11

1


























xx

B

xx

BxA

xx

x

xx

xxxxx

xx

x

xx

xx
 

4.2 шаг. Найдем B2. Последнее выражение умножим обе части выражение (4) на x
4
 и перейдем к 

пределу на плюс бесконечности 

     22

4

2

32

4

1

5

1

32

46

111 











xx

xB

xx

xBxA

xx

xx

     
1

1
lim

11
lim

32

46

32

4

1

5

1

32

46

2 





























 xx

xx

xx

xBxA

xx

xx
B

xx
 

5.1 шаг. Вычтем из левой части (4) все найденные дроби. 

   
 

     

























32

11

3232

23

2232

3

11

2

1

1)1(1

1

1

1

1

xx

BxA

xx

x

xx

xxxxx

xx

x

xx

xx
 

2,1 11  BA ,очевидно, условие 10121321  BBB выполнено.

 

Выполним проверку. 

         
 

   
)(

1

1

1

1)1(2

1

1

1

2

111
32

3

32

2

22322

33

22

22

32

11 xQ
xx

xx

xx

xxxx

xx

x

xx

x

xx

BxA

xx

BxA

xx

BxA




































 

Пример 5. Знаменатель рациональной дроби представляет собой два квадратных трехчлена  

кратности один с парами комплексно сопряженных корней. Старшие коэффициенты квадратных 

трехчленов имеют равные значения. В числителе дроби кубический многочлен. Разложить 

правильную рациональную дробь на простейшие дроби  

      
)5(

1111

1
)(

2

22

2

11

22

3
















xx

BxA

xx

BxA

xxxx

x
xQ   

Решение. Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 

      1111

1
)(

2

22

2

11

22

3
















xx

BxA

xx

BxA

xxxx

x
xQ  

1.1 шаг. Найдем коэффициент  A1 и A2. Умножим последнее выражение на x и перейдем к пределу 

на плюс бесконечности 

      1111 2

2

2

2

2

1

2

1

22

4















xx

xBxA

xx

xBxA

xxxx

xx

         
1

11
lim

1111
lim

22

4

2

2

2

1

22

4

12 
























 xxxx

xx

xx

xB

xx

xB

xxxx

xx
AA

xx
 

1.2 шаг. Вычтем из левой части выражения(5) две дроби с коэффициентами A1,A2, получим 
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      
    
  

 
  






























11

1

11

1

1111

1
22

21

2

22

21

23

21

3

2

2

2

1

22

3

xxxx

AAxx

xxxx

AAxxxAAx

xx

xA

xx

xA

xxxx

x

   11 2

2

2

1







xx

B

xx

B

 

2.1 шаг. Умножим последнее выражение на x
2
 и перейдем к пределу на плюс бесконечности 

 
       2121

2

2

2

2

1

22

21

432

1111
BBAAx

xx

B

xx

B

xxxx

AAxxx

x






















 

3a) шаг. Вычислим выражение (5) в точке x=0, получим 

121  BB

 

Последнее условие используем для пункта 2.1 

0,1
1

1
1 21

21

21

2121 







 AA

AA

AA
BBAA

 

3b) шаг. Вычислим выражение (5) в точке x=-1, получим 

 
      

0
311)1(11)1(11)1(11)1(

11
)1( 22

112

22

2

11

22

3




















AB
AB

BABA
Q

















1,01

101
33,0

3
1221

2
1

2
122

11

BBBB

A
A

B
BAB

AB  

Окончательно, получили разложение исходной рациональной дроби на простейшие 

    1
1

11

1
)(

222

3











xx

x

xxxx

x
xQ  

Выполним проверку 

  
  

    1
1

11

11

11

1
)(

222

2

22

3
















xx

x

xxxx

xxx

xxxx

x
xQ

 

Замечание. Если  числитель исходной рациональной дроби делится нацело на некоторую степень 

квадратичного трехчлена в знаменателе, то слагаемое в разложении дроби на простейшие с той же 

степенью квадратичного трехчлена в знаменателе отсутствует, как в примере 5.
 

Пример 6. Знаменатель рациональной дроби представляет собой квадратный трехчлен  кратности 

восемь с парами комплексно сопряженных корней. В числителе дроби многочлен шестой степени. 

Разложить правильную рациональную дробь на простейшие дроби  

 
)6(

1

1
)(

82

6






x

x
xQ   

Решение. Представим исходную дробь в виде суммы простейших дробей согласно правилу [1],[2] 
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                 111111111

1
)(

2

8

22

7

32

6

42

5

52

4

62

3

72

2

82

1

82

6






























x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

x

B

x

x
xQ  

В силу четности исходной рациональной дроби каждая простейшая рациональная дробь в 

сумме также должна быть четной функцией, а это значит, что в числителях простейших дробей 

отсутствуют линейные по x слагаемые. Именно этим фактом объясняется вид правой части 

разложения правильной рациональной дроби в примере 6. 

1.1 шаг. Найдем коэффициент  B8. Умножим последнее выражение на x
2
 и перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 

 
0

1

1
lim 2

82

6

8 




















x

x

x
B

x  

2.1 шаг. Найдем B7. Выражение(6) умножим на x
4
 перейдем к пределу на плюс бесконечности 

 
0

1

1
lim

82

6
4

7 



















 x

x
xB

x  

3.1 шаг. Найдем B6. Выражение(6)  умножим на x
6
 перейдем к пределу на плюс бесконечности 

 
0

1

1
lim

82

6
6

6 



















 x

x
xB

x  

4.1 шаг. Найдем B5. Выражение(6)  умножим на x
8
 перейдем к пределу на плюс бесконечности 

 
0

1

1
lim

82

6
8

5 



















 x

x
xB

x  

5.1 шаг. Найдем B4. Выражение(6)  умножим на x
10

 перейдем к пределу на плюс бесконечности 

 
1

1

1
lim

82

6
10

4 



















 x

x
xB

x  

5.2 шаг. Вычтем из левой части выражения (6) все найденные дроби  

         62

3

72

2

82

1

5282

6
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1

1

1



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


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






x

B

x

B

x

B

xx

x
 

6.1 шаг. Вычислим коэффициент B3. Умножим последнее выражение на x
12

 перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 

          













































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x

x

B

x

B

x

B
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x
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3
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2
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1
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6
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1

1

1
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

































































 5282

6
12
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2
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1
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6
12

3

1

1

1

1
lim

111

1

1

1
lim

xx

x
x

x

B

x

B

xx

x
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xx
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   
 

 
 

 




















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









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246121218
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32121218

52
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1218

1
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lim

1

1
lim
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lim

x

xxxxxx

x

xxxx

x

x

x
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 
   

3
1
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1
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246121218











 x

xx

x

xxxxxx

xx
 

6.2 шаг. Вычтем из левой части выражения (6) все найденные дроби  

         72

2

82

1

625282

6

111

3

1

1

1

1
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



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



x

B

x

B

xxx

x
 

7.1 шаг. Вычислим коэффициент B2. Умножим последнее выражение на x
14

 перейдем к пределу на 

плюс бесконечности 

         
14

72

2

82

1

625282

6
14

111

3

1

1

1

1
x

x

B

x

B

xxx

x
x













































       
    













































22326

82

14

625282

6
14

2 1311
1

lim
1

3

1

1

1

1
lim xxx

x

x

xxx

x
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xx

 
    

 
  333

1
lim1231331

1
lim 2

82

14
242466

82

14










x
x

x
xxxxxx

x

x
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7.2 шаг. Вычислим коэффициент B1. Вычтем из левой части выражения (6) все найденные дроби  

         

















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1

72625282

6

11

3

1

3
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1

1

1

x

B

xxxx

x

 
      

 
    01313

1
131311

1

1 22
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1222326

82






xxB

x

B
xxxx
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Выполним проверку, для этого запишем все найденные элементарные дроби в правой части 

формулы(6) 

       
    

 
  

 






















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72
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72526272 1
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1

1
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1

1

1

1

1

3

1

3

x

xxx

x

xx
xx

xxxx

  
   
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1

1

1

11
82

6

82

224

xQ
x

x

x

xxx










 

Шесть решенных примеров позволяют корректно сформулировать алгоритм разложения 

правильной рациональной дроби на простейшие с помощью последовательности предельных 

переходов и вычитания дробей (сокращенно алгоритм ППВ-последовательность пределов и 

вычитаний). 

1)Разбить знаменатель правильной рациональной дроби на простые множители и множители 

квадратичных трехчленов с учетом их кратности. 

2)Кратность простого корня mi в знаменателе рациональной дроби в точке x=xi будет 

полюсом той же кратности  mi для исходной рациональной дроби  

3)Умножая последовательно обе части разложения рациональной дроби на (x-xi)
m

i  , а затем, 

вычисляя предел выражения при xxi получим коэффициент простейший дроби справа для 

полюса кратности mi.  Затем вычитая найденную дробь в левую часть разложения, повторим 

процесс. Умножим последнее выражение на (x-xi)
m

i 
-1

 . Перейдем к пределу при  xxi найдем 
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коэффициент в правой части разложения при полюсе с порядком
 
mi -1в точке x=xi .И так далее до 

тех пор,  пока не определим коэффициент для элементарной дроби с полюсом первого порядка в 

точке x=xi . 

4) Как видно из приведенных примеров, вычисление пределов исходной дроби может 

повторяться несколько раз до тех пор, пока в правой части разложения рациональной дроби на 

элементарные появится первый ненулевой коэффициент. Именно с этого момента надлежит 

вычесть влево найденную ненулевую элементарную дробь, умножить на некоторую степень 

скобки (x=xi) последнее выражение, перейти к пределу в точке x=xi. Повторить алгоритм, пока не 

будут найдены все коэффициенты. 

5)Для квадратных трехчленов в знаменателе правильной рациональной дроби кратности два 

и более следует воспользоваться бесконечно удаленной точкой  x∞. Затем умножая исходную 

дробь на x(вычисляем первый коэффициент разложения для нуля первого порядка при x∞). А 

затем на x
2
 (поскольку в числителе элементарной дроби 2 неизвестных коэффициента). При этом 

чтобы найти второй коэффициент нужно вычесть влево найденную половину элементарной дроби 

и только затем умножить все выражение на x
2
.  В конце алгоритма следует умножить обе части 

выражения на x
2mi

 перейти к пределу при x∞. 

6) Полезно также вычисление дроби в точке x=0, иногда в других простых точках, чтобы 

получить уравнения для коэффициентов элементарных дробей. Приведенные примеры 

показывают, что алгоритмом ППВ удается найти не менее половины неизвестных коэффициентов 

в разложении на элементарные дроби в самых сложных случаях, а в некоторых и все 

коэффициенты. 

7) Алгоритм ППВ автоматически определяет случай делимости числителя и знаменателя 

исходной правильной рациональной дроби на множитель больше единицы. Это справедливо как 

для случая кратного простого корня, так и для случая кратного квадратного трехчлена. В этом 

случае в разложении справа отсутствует простейшая элементарная дробь справа со знаменателем 

(x-xi)
m

i  максимальной кратности mi. Либо справа отсутствует простейшая элементарная дробь 

справа со знаменателем (ax
2
+bx+c)

m
i  ,b

2
-4ac<0. Эта ситуация является сигналом, чтобы провести 

сокращения числителя и знаменателя правильной рациональной дроби. 

8) В отличие от метода неопределенных коэффициентов, в котором составляется система 

линейных алгебраических уравнений, алгоритм ППВ позволяет вычислять последовательно по 

одному коэффициенту либо записывать простые условия с несколькими коэффициентами. Если 

решить систему 16 линейных уравнений с 16 неизвестными, то даже современные программные 

приложения типа MATHCAD не способны получить решения СЛАУ в символьном рациональном 

виде с двойной точностью. Но в работе решен пример (6) алгоритмом ППВ без программных 

приложений (найдены 16 коэффициентов разложения с учетом симметрии задачи – четности или 

нечетности исходной рациональной дроби). 
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