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О СУЩ ЕСТВОВАНИИ ПОДГРУПП Ш МИДТА У  КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ

В работе рассматриваются только конечные группы и используются стандартные обозначе­
ния и терминология теории конечных групп, которые можно найти в [1 -  б]. В частности, 
р<2-группа — это группа, порядок которой делится на простое число р; группа Ш мидта — 
ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны; р-замкнутая 
(р-нильпотентная) группа — это группа, у которой нормальна силовская р-подгруппа (силов- 
ское р-дополнение). Если 31 — множество групп, то группу X  назовем ЭУсвободной, если в X  
нет подгрупп Н  и К  таких, что К  < Н  и Н /К  изоморфна подгруппе из 3?.

Т е о р  е м а 1 [7, с. 34]. Конечная группа тогда и только тогда 2-замкнута, когда все ее под­
группы Шмидта 2-замкнуты. В частности, если в группе нет 2-нилъпотентных 2d-подгрупп 
Шмидта, то она 2-замкнута.

В следующей теореме мы исследуем ситуацию, когда в конечной группе нет 2-нильпотент- 
ных 2с/-подгрупп Ш мидта, порядок которых взаимно прост с числом р  >  2.

Л е м м а  1. Пусть А < В  и группа В/А содерж ит pd-подгруппу Шмидта Н/А =  Н , которая 
обладает одним из свойств:

(1) Н  является p -замкнутой группой;
(2) Н  является р-нилъпотентной группой;
(3) Н  является р-сверхразрешимой группой.
Тогда и группа В  содерж ит вне А  подгруппу Шмидта Hq (С Н ), которая обладает тем 

ж е свойством ( 1) , (2) или (3), что и Н , причем П (Я ) =  П (Я о) и либо Но =  Н , либо Но -

примарная группа и ( H q ) — Н.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Среди подгрупп, порождающих вместе с А  всю группу Н , выберем 

наименьшую по включению L. По лемме 2 из [8 ] A f ] L  С Ф(А).  Тогда Я  — Н/А =  AL/A  =  
L / L f]A .  Из доказательства теоремы III.3.5 в [1] следует, что если Н  обладает свойством (1), 
то и L им обладает; если Н  обладает свойством (2), то и L  им обладает. Из теоремы V I.8 .6  в [1] 
следует, что если Н  является р-сверхразрешимой группой, то и L  — р-сверхразрешимая группа. 
То, что П (Я ) =  II(L ), следует из теоремы III.3.8 в [1]. Так как L / L f]A  — группа Шмидта, то 
L — ненильпотентная группа. Значит, она содержит минимальную ненильпотентную подгруппу 
Щ , которая наследует любое из свойств (1) — (3) группы L. Ясно, что Но % L р| А, так как 
последняя —• нильпотентная группа. Из Но С L  теперь следует, что H q % А.

Пусть Я  о =  H q А/А =  Н о / Н  о f )  А. Если Но — р~за,мкнутая группа, то из свойств групп 
Ш мидта [9 -  11] следует, что либо Я  о есть группа Шмидта, либо Я  о есть циклическая (/-группа, 
где q ф р, q 6  П (Я ). В первом случае, очевидно, Я  о =  Я , так как собственные подгруппы в 
Я  являются нилыготентными. Во втором случае ^ -подгруппа Т  из Hq лежит в L f ] A  С Ф (L) 
по построению Но в L. Поэтому Т  <. Но и Я  о является p-замкнутой группой. В частности, онаjj ,.., __ _ __
не может быть р-нильпотентной группой. Если ( Я 0 ) =  Л С Я , то из й  < Я  =  L / L f]A  и 
I f ) 4  С Ф(L) следует ввиду теоремы III.3.5 в [1], что R  и R  — нильпотентные группы. Это 
невозможно ввиду Но С R. Если Но — р-нильпотентая группа, то H q есть либо группа Шмидта,

j j  _____

либо циклическая р-группа и аналогично доказывается, что { Я 0 ) =  Я . Лемма доказана.



Т е о р е м а  2. Пусть X  — конечная группа u p  — нечетный простой делитель порядка |Х| 
группы X , р >  2. Если р  =  3, то пусть X  является { 7,2  (7), L 3 (3) } - свободной группой. Пред­
положим, что в X  нет 2-нилъпотентных 2d-подгрупп Шмидта, порядки которых взаимно 
просты с р. Тогда X  является разрешимой группой с 2-замкнутой холловой р'-подгруппой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М  — произвольная собственная подгруппа из X .  Если р  не 
делит |М|, то из условия теоремы и теоремы 1 следует, что М  является 2-замкнутой группой, 
и, в частности, разрешимой (по известному результату Фейта — Томпсона).

Если р  делит |М|, то М  удовлетворяет условиям теоремы и предположение индукции дает 
нам, что М  — разрешимая группа.

Таким образом, все собственные подгруппы из X  являются разрешимыми.
Предположим, что 1 ^ К < Х и К с Х .  Из леммы 1 следует, что группа Х / К  =  X  не мо­

жет иметь 2-нильпотентных 2d-подгрупп Ш мидта порядка взаимно простого с р.  Применение 
индукции дает нам, что X  — разрешимая группа. Из разрешимости К  тогда следует и разре­
шимость группы X.  Тогда в X  имеется холлова р'-подгруппа Я  (см., например, теорему 1.8.1 
в [6 ]), которая по теореме 1 2 -замкнута.

Поэтому впредь можно считать, что X  — простая неабелева группа, все собственные под­
группы которой разрешимы. Из описания таких групп Д ж . Томпсоном ([1), замечание II.7.5) 
следует, что X  изоморфна одной из следующих групп: Ь2 {2Г), г — простое число; 7 ,2  (Зг), г — 
нечетное простое число; 7 ,2  (г), г  ~  простое число, большее трех и такое, что г 2 +  1 =  0 (m od 5); 
Sz(2 Г), г  — нечетное простое число; Тз(3).

Пусть сначала X  =  L 2 {qn), q — простое нечетное число. Тогда ([1], теорема II.8.1) |Х| =  
(1/2) • qn ■ (qn -  1 ){qn +  1 ). Ясно, что (qn -  l ,q n +  1) =  2. Поэтому ((qn -  1 )/2 , (qn +  l ) /2 )  =  1.

Если p — q, то либо (qn -  l ) / 2 ,  либо (qn -f 1)/2  имеет простой нечетный делитель 2. (Если 
(qn — 1 )(qn +  1 ) есть степень числа 2 , то X  оказалась бы разрешимой группой порядка qn2a). 
Но тогда из теоремы 11.8.27(3) из [1] следуют, что в X  имеется 2-нильпотентная 2с2-подгруппа 
Шмидта порядка 22  и, очевидно, (р, 2 t) =  1 . Противоречие с условием показывает нам, что 
Р Фч-

Пусть р  делит (qn -  1 )/2 . Если число (qn -  1 )/2  или число (qn +  1 )/2  имеют нечетный 
простой делитель 2 ф р, то опять по теореме 11.8.27(3) из [1] в X  имеется подгруппа Шмидта 
порядка 22 и, очевидно, (р, 2i) =  1. Опять имеем противоречие-с условием теоремы. Поэтому 
пусть (qn -  1 ) / 2  =  ра, (qn +  1 ) / 2  =  2@~х. Тогда qn — 1 =  2 • р а , qn +  1 =  2^. Но тогда 
|Х| =  (1 /2 ) • qn • (qn +  l ) (g "  -  1) =  qn ■ 2$ ■ pa =  2 Ppaqn. Из (qn +  1) -  (qn -  1) =  2^ -  2 • pa =  2 
следует, что 2^ ~ 1 =  pa +  1, и тогда из [12] следует, что а  — 1. Точно так же из qn +  1 =  2^ 
и [12] следует, что п =  1. Поэтому \Х\ = 2 ^ - p -  q w . p < q  (так как р делит q — 1). Простые 
группы такого порядка описаны [5, с. 20]. В частности, р  =  3, q €  {5 ,7 ,1 3 ,1 7 }. Но q =  2^ — 1, 
3 =  р =  2/3~ 1 — 1. Поэтому (3 — 1 =  2, /3 =  3, q =  7, т. е. X  =  7 ,2 (7 ), что исключено в условии 
теоремы. Таким образом, этот случай исключается из рассмотрения.

Пусть теперь р делит (qn + 1)/2. Если числа (qn -  1 )/2  и (qn + 1) /2 имеют нечетный простой 
делитель t ф р, то по теореме 11.8.27(3) [1] в X  имеется подгруппа Ш мидта порядка 22, (22,р) =  
1, что невозможно по условию. Поэтому пусть (qn -  1) /2 =  2Q_1, (qn +  1 )/2  =  р^. Тогда 
qn — 1 =  2а , qn +  1 =  2р'3, {qn +  1 ) -  (qn -  1) =  2р^ -  2а =  2. Откуда р^ =  2а~х +  1 . Из 
рР — 2 а _ 1  +  1 , qn =  2° +  1 и [12] следует, что /3 =  1, п  =  1, р и q — простые числа Ферма, или, 
что а  — 3, п — 2, q — 3, т. е. р13 =  5, qn =  З2, или, что а  — 1 =  3, /3 =  2, р  =  3, qn =  17. В любом 
из этих трех случаев имеем, что |Х| =  ( 1 / 2 )qn(qn — 1 )(qn +  1 ) =  ( l / 2 )gn2 a • 2  -р@ =  2а -р  ■ q или 
|Х| =  23 • З2 • 5, или |Х| =  24 • З2 • 17. В последних двух случаях р = 5 и !  =  7 ,2 (9 ), X  =  17)
и р =  3. Но в 7 ,2 (9 ) есть подгруппа Ш мидта порядка 6  и (5 ,б)=1 , а в 7,г(17) есть подгруппа 
Шмидта порядка 2 • 17 и (3,2 • 17) =  1 [13]. Если же |Х| =  2“  • р • q , где р  и q — простые числа 
Ферма, где р <  q, то опять используем описание простых групп, порядок которых делится на 
3 различных простых числа (см., например, [5, с. 20]). Таким образом, р =  3, q 6  {5 ,7 ,1 3 ,1 7 }. 
Но тогда 3 =  р^ =  2а ~ 1 +  1 влечет а  — 1 =  1, а  =  2, g =  22 - f - l  =  5, Х  =  7,2 (5 ). В группе X  
тогда имеется подгруппа Ш мидта порядка 2 • 5 и (3,10) =  1. Имеем противоречие с условием 
теоремы.



Пусть теперь X  S L 2 (2Г), где г  — простое число. Тогда |Х| =  2Г(2Г -  1)(2Г +1 ) .  Если 
(2Г -  1 ), то существует простой нечетный делитель t числа (2 Г +  1 ), а если р  делит (2 Г 
существует простой нечетный делитель t числа (2Г — 1). В любом случае из теоремы I 
в [1] следует, что в X  есть 2-нильпотентная 2^-подгруппа Ш мидта порядка 2t, (21, 
Противоречие с условием исключает из рассмотрения и этот случай.

Если X  =  Sz{ 2r), то из теоремы X I.3.3 в [2] следует, что |Х| =  22г (2г — 1)(22г +  
теоремы X I.3.10 в [2] следует, что в X  имеются холловские подгруппы F , Н,  Лу, А 2 m 
соответственно 2 2г, 2 Г -  1 , 2Г -  2  • 2 ^ _ 1 ^ 2 +  1 и 2Г +  2  ■ 2 ( г _ 1 ) / 2 -Ь 1 , нормализаторы i 
имеют вид соответственно FXH,  HXZ2 , A 1XZ4 , A 2XZ4 и являются группами Фробениуса 
того, (22г +  1,2Г — 1) =  1. Поэтому, если р — нечетный простой делитель числа 22г + 
подгруппе HXZ 2 найдется р-нильпотентная 2d-ncyirpynna Ш мидта порядка 2z и (2z, 
Если же р  — нечетный простой делитель числа 2Г — 1, то в подгруппах A 1XZ4 и A 2XZ4 н, 
2-нильпотентная 2й-подгруппа Шмидта порядка 2z с (2z,p)  =  1. Поэтому X  ^  Sz( 2r).

Если X  =  Тз(3), то по [13] |Х| =  24 • З3 • 13 и в X  имеются максимальные под 
четырех типов: EgXZ2SA (2 класса), Z^X Zz, S 4. Е слир =  13, то в X  найдется 2-нильпот 
2^-подгруппа Ш мидта порядка 6  (это 5 3 в S'4). Если же р  =  3, то в X  нет { 2 ,13}-по^ 
Поэтому для р =  3 группа 1<з(3) не должна быть секцией группы X , что указано в 3 

теоремы. Теорема доказана.
С л е д с т в и е  1 . Пусть X  — конечная группа с Sp-подгруппой Р , р >  3. Если все под 

Шмидта из X  являются {p ,q } - группами, q — фиксированное число, то группа X  яв, 
разрешимой, а ее {р, q } '-холлова подгруппа является нормальной подгруппой в X , леж  
F( X ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия следует, что в X  нет 2-нильпотентных 2d-подгрупп ' 
та, порядки которых взаимно просты с р.  Из теоремы 2 тогда следует, что X  — разре 
группа. Пусть Н  — холлова (-/-подгруппа из X,  L — холлова //-подгруппа из X.  Тог, 
не имеют подгрупп Ш мидта и являются нильпотентными группами. Из X  =  H L  следу 
Н  f ] L <  X,  Н  f ] L  С F ( X ) .  Следствие доказано.

Из теоремы 2 сразу вытекает также
С л е д с т в и е  2. Пусть X  — конечная группа с Sp-подгруппой Р , р >  3. Если 

нильпотентные 2д-подгруппы Шмидта из X  являются {2,р}-группам и, то группа 
ляется разрешимой с 2 -замкнутым р-дополнением.

С л е д с т в и е  3. Пусть X  — конечная группа u p  — простой делитель числа |Х|. . 
р >  2 и при р — 3 X  является S 3 (3) } -свободной группой. Если р'-подгруппы
являются 2 -замкпутьши, то X  — разрешимая группа с 2 -замкнутым, р-дополнением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия следует, что в X  нет 2-нильпотентных 2d-подгрупп I  
та порядка взаимно простого с р. Теперь утверждения следуют из теоремы 2. Следствие 
зано.

S u m m a ry

The following proposition is proved. Let X  be a finite group and p be an odd prime divisor of order of gr 
If p =  3 then let X  be {Тг(7), Тз(3))-£гее group. Suppose that X  has no 2-nilpotent Schmidt's 2d-subgroups 
orders is prime to p. Then У  is a solvable group with a 2-closed Hal! p'-subgroup.
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