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Введение 

 

 

Идея написания данного учебного пособия появилась на практических занятиях со 

студентами по теории графов. В  задачах по теории графов часто необходимо получить 

верхние и нижние оценки в виде равенств и неравенств между числом ребер графа, 

числом его вершин и числом граней графа.  

Однако формула Леонарда Эйлера не применима для непланарных графов, то есть 

для графов, у которых при расположении всех его вершин на плоскости некоторые ребра 

пересекаются между собой во внутренних точках, а не в вершинах графа. При этом 

понимается, что никакими изоморфными отображениями невозможно перевести данный 

граф с вершинами на плоскости в планарный граф. 

Поэтому авторы надеются, что новая  обобщенная формула Эйлера поможет 

студентам использовать новые подходы для решения задач с любыми графами и 

возможно принесет пользу в задачах комбинаторной геометрии.  
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Аннотация: В работе обобщена формула Эйлера для планарного графа 

на случай произвольного непланарного графа. Введено понятие индекса 

пересечения ребер в точке пересечения, который равен числу ребер минус 

один в точке пересечения. Доказана основная теорема. Новая формула 

применена для 6-вершинного полного графа.  

Ключевые слова: теория графов, комбинаторная геометрия, формула 

Эйлера. 
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Abstract: This paper generalizes Euler's formula for a planar graph to the case of 

an arbitrary non-planar graph. the concept of edge intersection index at the 

intersection point was introduced, which is equal to the number of edges minus one 

at the intersection point. The main theorem has been proven. The new formula is 

applied to a 6-vertex complete graph. 

Keywords: graph theory, combinatorial geometry. Euler's formula. 

 

Определение 1. Граф G(V,E) называется планарным, если все его 

вершины и ребра можно разместить на плоскости без пересечения ребер. То 

есть ребра могут пересекаться только в вершинах. В противном случае граф 

называется непланарным (точки пересечения ребер могут не совпадать с 

вершинами графа).V-число вершин, а E- число ребер графа G. 

Теорема 1(Л. Эйлер)[1],[2]. Для планарного графа справедлива формула 

Эйлера 
)1(2 EVG  
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В формуле (1) G-число односвязных областей (граней) графа, V-число 

вершин графа. E – число ребер графа. Пример планарного графа изображен 

на Рис.1(6 вершин, 7 ребер, первая и четвертая вершины графа смежные). А 

пример не планарного графа представлен на Рис.2 (по-прежнему у графа 6 

вершин, 8 ребер и три точки пересечения ребер кратности 1, смотрим 

определение 2). 

 
 

 

 

 

 

 

Рис 1.       Планарный граф 

 

 

 

 

 

  

 
Рис. 2. Непланарный граф 

 

Определение 2. Кратностью точки пересечения ребер назовем число ребер Ei 

проходящих через i-ую точку пересечения минус один ni =Ei-1. 

Теорема 2 (Модифицированная формула Эйлера). Для непланарного графа 

справедлива модифицированная формула Эйлера. 

)2(2
1

 


m

i

inEVG  

Где в формуле (2) G-число односвязных областей (граней) графа, 

границами которых являются как ребра без пересечений, так и ребра с 

пересечениями, V-число вершин графа. E – число всех ребер графа (с 

пересечениями и  без пересечений). Причем точками пересечения новые 

ребра не образуются.   

Доказательство Т2 проведем по индукции.  

Предварительно приведем исходный непланарный граф к планарному 

графу, например, удаляя из него минимальное число его внутренних ребер и 

все точки пересечения. Для планарного графа верна формула (1), у которого 

число точек пересечения равно нулю. 

Вычитая из формулы (2) (которая учитывает дополнительные новые 

грани, новые ребра и несколько точек пересечения у непланарного графа 

относительно более простого планарного графа Эйлера) формулу (1), 

получим в приращениях формулу (3) 

)3(0
1

 


m

i

inEVG  
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В формуле (3) G - число новых граней, 0V - число новых вершин 

(отсутствуют), E - число новых ребер, 



m

i

in
1

увеличение суммарной степени 

пересечения в  m точках пересечения не планарными ребрами.  

Рассмотрим тривиальный случай. 

Пусть имеется произвольный граф, возможно непланарный. Добавим 

новое ребро в граф. Добавленное в граф ребро, не изменяет число точек 

пересечения ребер графа, то есть оно соединяет 2 вершины предыдущего 

графа по построению и делит всего одну грань на 2 части. Число граней 

увеличилось на 2-1=1 грань. Число ребер увеличилось на 1, число вершин не 

изменилось, число точек пересечения ребер и общий индекс пересечения 

графа не изменился. По формуле (3) получим 00101
1

 


m

i

inEVG , то 

есть, формулы (2), (3) справедливы для тривиального случая. 
          Рассмотрим случай 1.  

1. К планарному графу  Рис.3 добавлено одно внутреннее ребро 

(выделено на рисунке синим цветом) с k (на рисунке k=2) точками 

пересечения индекса 1 ni =Ei-1=2-1=1, i=1,2.  

 
Рис. 3. Образование нескольких точек пересечения индекса 1 новым ребром. 

 

При добавлении нового ребра из p=k+1 внутренних граней графа 

образуется 2р=2k+2 граней, следовательно,  

kknVkpG
m

i

i  


1,0,1
1

. 

По формуле (3) получим 

0101
1

 




kknEVG
km

i

i  

Следовательно, формула(3), равно как и формула(2) справедлива в случае 1. 

Рассмотрим случай 2. Односвязная грань, которая не содержит вершин 

графа внутри, разделяется k непланарными ребрами (черным цветом)  на 2k 

граней (Рис.4).  

 
Рис. 4. Образование одной точки пересечения ребер индекса не ниже двух. 

Число вершин графа не изменилось, появилось k ребер, появилась одна 

точка пересечения ребер степени k-1. Число граней увеличилось на 2k-1 

грань. По формуле (3) получим 

0)1(012
1

1

 




kkknEVG
m

i

i  
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Следовательно, формула(3), равно как и формула(2) справедлива в случае 2. 

Произвольный случай 3.  

На Рис.5 показан общий случай добавление нового ребра синего цвета 

в произвольный промежуточный граф (допускается и непланарный граф). На 

Рис.5 новое ребро пересекает во внутренней точке отдельное ребро с 

индексом 1 и проходит через точку пересечения с индексом 2 после 

прохождения. Таким образом, каждая новая точка пересечения с отдельным 

ребром добавляет единицу в общий индекс пересечений графа и увеличивает 

ровно на единицу индекс пересечений старой точки пересечения ребер, через 

которую прошло новое ребро.  

Обозначим число новых простых пересечений k1 нового ребра с 

индексом пересечения 1, а число старых точек пересечения, через которые 

прошло новое ребро k2. Тогда, как видно из Рис.5, число граней, которое 

делит новое ребро равно k1+k2+1. При делении каждой грани новым ребром 

на 2 части получим ровно 2(k1+k2+1) граней. Таким образом, изменение 

числа граней равно k1+k2+1. При этом число вершин графа не изменилось, но 

также на единицу возросло число ребер. По формуле (3) получим 

      010112 212121

1

21

 




kkkkkknEVG
kkm

i

i

 
Таким образом, формулы (2), (3) доказаны в общем случае, а 

доказательство случаев (1), (2) можно рассматривать как частные ситуации 

общего случая 3. 
 

 
Рис. 5. Пересечение новым ребром синего цвета черного ребра с индексом 1 

и прохождение ребра через точку пересечения с индексом 2 (после прохождения). 

Теорема 2 доказана. 

Приведем более сложный пример применения формулы (2).  Граф на 

Рис.5 представляет собой полный 6-вершинный граф K6. Как известно, число 

ребер у полного графа равно 

 
 

Рис. 6. Полный 6-точечный K6 граф. 

.15
2

56

2

)1(
)( 6 







nn
KE  

Число граней с учетом внешней грани, включающей бесконечно 

удаленную точку, подсчитаем непосредственно G(K6)=25. Число вершин 

графа равно V(K6)=6. У полного 6-вершинного графа 12 точек пересечения 
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индекса 1 и одна точка пересечения индекса 3-1=2. Суммарное число 

индексов всех точек пересечения равно 14. По формуле (2) имеем 

214161415625
13

1

 




m

i

inEVG  

То есть формулы (2), (3) и в данном примере справедливы. 

В заключении отметим, что большое число работ по теории графов [3]-

[7], по общей алгебре и теории групп [11]-[40] написаны математиками 

Пермского государственного национального исследовательского 

университета. Обзор работ Механико-математического факультета 

Пермского государственного национального исследовательского 

университета [3]-[7], [11]-[39], [50]-[205], показывает, что они перекрывают 

все направления современной математики и сопоставимы с работами 

Московской математической школы и математиков Московского 

университета им. М.В. Ломоносова[8]-[11], [40]-[53]. 
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