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В основе расчета статически неопределимых стержневых конструкций классическими 

методами строительной механики лежат канонические уравнения, которые представляют 

собой систему линейных алгебраических уравнений. Важную роль при нахождении решения 

канонических уравнений играет понятие устойчивости решения. Устойчивость решения ка-

нонических уравнений принято связывать с обусловленностью матрицы коэффициентов си-

стему линейных алгебраических уравнений. Существует ряд количественных оценок обуслов-

ленности матрицы коэффициентов систему линейных алгебраических уравнений, базирую-

щихся на понятии числа обусловленности. В работе анализируется надежность оценки устой-

чивости решений канонических уравнений с помощью трех числовых критериев обусловлен-

ности матрицы систему линейных алгебраических уравнений, обычно применяемых при ре-

шении прикладных задач. 
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The calculation of statically indeterminate rod structures using classical methods of structural 

mechanics is based on canonical equations, which are a system of linear algebraic equations. An im-

portant role in finding solutions to canonical equations is played by the concept of solution stability. 

The stability of the solution of canonical equations is usually associated with the conditionality of the 

matrix of coefficients of a system of linear algebraic equations. There are a number of quantitative 

estimates of the conditionality of the matrix of coefficients of a system of linear algebraic equations, 

based on the concept of the condition number. The paper analyzes the reliability of assessing the 

stability of solutions to canonical equations using three numerical criteria for conditioning the matrix 

of a system of linear algebraic equations, usually used in solving applied problems. 
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Математической моделью статически неопределимых стержневых конструкций, рассчи-

тываемых классическими методами строительной механики (метод сил, метод перемещений, 

смешанный метод), являются канонические уравнения, которые представляют собой систему 

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 

Важную роль при нахождении решения СЛАУ играет понятие устойчивости решения. 

Вопросы устойчивости решения СЛАУ рассматривались во многих работах различными авто-

рами, например, [1–8]. Устойчивость решения СЛАУ принято связывать с обусловленностью 

матрицы ее коэффициентов. Существует ряд количественных оценок обусловленности матрицы 

коэффициентов СЛАУ, базирующиеся на понятии числа обусловленности. Однако, оценка устой-

чивости решения СЛАУ с помощью числа обусловленности матрицы позволяет получить осред-

ненную оценку погрешности всех составляющих решения, но не позволяет получить оценку  

погрешности каждой составляющей решения. 

Необходимость достоверной оценки устойчивости каждого элемента решения СЛАУ, 

связанных с расчетами стержневых конструкций, являются неизбежные отличия реальных па-

раметров конструкций и их возможные дальнейшие изменения в ходе эксплуатации по срав-

нению с исходными параметрами, использованными при расчетах и проектировании стерж-

невых конструкций. Как следствие этого, происходящие изменения параметров напряженно-

деформированного состояния (НДС) реальных конструкций от принятых при их проектирова-

нии. Поэтому вопросы надежности результатов расчета стержневых конструкций с учетом не-

устранимых погрешностей исходных параметров и связанные с ними вопросы устойчивости 

решений СЛАУ сохраняют свою актуальность до настоящего времени. Среди работ, посвящен-

ных этой проблематике, можно отметить [9–12]. 

В работе анализируется достоверность оценки устойчивости решений канонических урав-

нений с помощью следующих числовых критериев обусловленности СЛАУ, обычно применяемых 

при решении прикладных задач: 

 критерий, основанный на понятии нормированного определителя [13]; 

 критерий, основанный на понятии нормы матрицы [14]; 

 критерий Ортеги [15]. 

Данные критерии основаны на нахождении чисел обусловленности матрицы коэффи-

циентов СЛАУ.  

Число обусловленности, соответствующее критерию, основанному на понятии норми-

рованного определителя, определяется по формуле 
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Считается, что если 
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то СЛАУ хорошо обусловлена, а её решение устойчиво. При несоблюдении критерия (1) реше-

ние считается неустойчивым.  

Число обусловленности, соответствующее критерию, основанному на понятии нормы  

матрицы, определяется по формуле 
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которое может принимать значения в интервале 

 

1   . 

 

Считается, что если 

 

1 10   ,                                                                               (2) 

 

то СЛАУ хорошо обусловлена, а её решение устойчиво. При несоблюдении критерия (2) реше-

ние считается неустойчивым.  

Число обусловленности, основанному на критерии Ортеги, определяется по формуле 
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Считается, что если 

 

1 10   ,                                                                                 (3) 

 

то СЛАУ хорошо обусловлена, а её решение устойчиво. При несоблюдении критерия (3) реше-

ние считается неустойчивым.  

Выполним анализ достоверности оценок устойчивости решения канонических уравне-

ний (1) с помощью критериев (1) – (3) на частных примерах расчета стержневых конструкций 

(рисунок 1), результаты которых приведены в [16; 17]. 

 
Рисунок 1. – Стержневые конструкции 
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При расчете рассматриваемых стержневых конструкций использовались различные ва-

рианты образования основной системы метода сил: 

 варианты основной системы рамной конструкции 

 

 
Рисунок 2. – Варианты основной системы рамной конструкции 

 

 варианты основной системы неразрезной балки 

 

 
Рисунок 3. – Варианты основной системы неразрезной балки 

 

Канонические уравнения метода сил во всех рассматриваемых случаях имеют вид 
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Исследуемыми параметрами НДС являются основные неизвестные канонических урав-

нений (4), представляющие собой окончательные внутренние усилия соответствующего вида 

в местах удаления лишних связей рассматриваемых стержневых конструкций. 

В связи с наличием неустранимых погрешностей исходных параметров рассматривае-

мых стержневых конструкций коэффициенты и свободные члены канонических уравнений (4), 

должны вычисляться с некоторыми относительными погрешностями, модуль которых в первом 

приближении можно считать одинаковой величиной ε.  

В работе [16] для рамы (рисунок 1, а) исследована зависимость устойчивости решения (4) 

от величины погрешности ε в интервале её изменения от 0 до 5% для трех вариантов основной 

системы метода сил: 

 при расчете рамы с использованием первого варианта основной системы (рисунок 2, а) 

решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. Первое и третье основные неиз-
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вестные в рассматриваемом интервале погрешности ε изменяют знаки, а максимальная по-

грешность вычисления второго неизвестного достигает значения 81.5%; 

 при расчете рамы с использованием второго варианта основной системы (рисунок 2, б) 

решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. В рассматриваемом интервале 

погрешности ε максимальные погрешности вычисления основных неизвестных достигают, со-

ответственно, значений 144%, 27%, 342%; 

 при расчете рамы с использованием третьего варианта основной системы (рисунок 2, в) 

решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. В рассматриваемом интервале 

погрешности ε максимальные погрешности вычисления основных неизвестных достигают, со-

ответственно, значений 15%, 13%, 27%. 

В работе [17] для неразрезной балки (рисунок 1, б) исследована зависимость устойчи-

вости решения (4) от величины погрешности ε в интервале её изменения от 0 до 5%, для трех 

вариантов основной системы метода сил: 

 при расчете неразрезной балки с использованием первого варианта основной си-

стемы (рисунок 3, а) решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. В рассмат-

риваемом интервале погрешности ε максимальные погрешности вычисления основных неиз-

вестных достигают, соответственно, значений 129%, 75%, 57%; 

 при расчете неразрезной балки с использованием второго варианта основной си-

стемы (рисунок 3, б) решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. В рассмат-

риваемом интервале погрешности ε максимальные погрешности вычисления основных неиз-

вестных достигают, соответственно, значений 52%, 65%, 20%; 

 при расчете неразрезной балки с использованием третьего варианта основной си-

стемы (рисунок 3, в) решение канонических уравнений (4) является неустойчивым. Хотя в рас-

сматриваемом интервале погрешности ε максимальные погрешности вычисления первого и тре-

тьего основных неизвестных достигают значения 3%, но максимальная погрешность второго  

основного неизвестного составляет 11%. 

Результаты оценок устойчивости решений канонических уравнений (4), полученных при 

расчете рамы методом сил с использованием трех вариантов основной системы, с помощью 

критериев обусловленности СЛАУ приведены в таблице 1. 

 

Таблица 1 
 

Вариант основной  

системы 

Числовой критерий 

ν μ ξ 

1-ый вариант 9.867·10-3 100.119 101.351 

2-ой вариант 0.562 9.596 14.466 

3-ий вариант 0.236 8.471 1.779 

 

На основании приведенных результатов можно сделать следующие выводы: 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для второго и тре-

тьего вариантов основной системы метода сил рамы, с помощью числа обусловленности, ос-

нованного на понятии нормированного определителя, является недостоверной. В соответствии 

с критерием (1) решение канонических уравнений (4) является устойчивым, что противоречит 

результатам, полученным в работе [16]; 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для второго и тре-

тьего вариантов основной системы метода сил рамы, с помощью числа обусловленности, ос-
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нованного на понятии нормы матрицы, является недостоверной.  В соответствии с критерием (2) 

решение канонических уравнений является устойчивым, что противоречит результатам, полу-

ченным в работе [16]; 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для третьего ва-

риантов основной системы метода сил рамы, с помощью числа обусловленности, основанного 

на критерии Ортеги, является недостоверной. В соответствии с критерием (3) решение кано-

нических уравнений является устойчивым, что противоречит результатам, полученным в ра-

боте [16]. 

Результаты оценок устойчивости решений канонических уравнений (4), полученных при 

расчете неразрезной балки методом сил с использованием трех вариантов основной системы,  

с помощью критериев обусловленности СЛАУ приведены в таблице 2. 

 

Таблица 2 
 

Вариант основной  

системы 

Числовой критерий 

ν μ ξ 

1-ый вариант 8.246·10-4 365.772 1213 

2-ой вариант 0.033 41.016 30.244 

3-ий вариант 0.776 3.58 1.289 

 

На основании приведенных результатов можно сделать следующие выводы: 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для второго и тре-

тьего вариантов основной системы метода сил неразрезной балки, с помощью числа обуслов-

ленности, основанного на понятии нормированного определителя, является недостоверной.  

В соответствии с критерием (1) решение канонических уравнений (4) является устойчивым, что 

противоречит результатам, полученным в работе [17]; 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для второго и тре-

тьего вариантов основной системы метода сил неразрезной балки, с помощью числа обуслов-

ленности, основанного на понятии нормы матрицы, является недостоверной. В соответствии  

с критерием (2) решение канонических уравнений является устойчивым, что противоречит ре-

зультатам, полученным в работе [17]; 

 оценка устойчивости, найденных значений основных неизвестных для второго и тре-

тьего вариантов основной системы метода сил неразрезной балки, с помощью числа обуслов-

ленности, основанного на критерии Ортеги, является недостоверной. В соответствии с крите-

рием (3) решение канонических уравнений является устойчивым, что противоречит результа-

там, полученным в работе [17]. 

Таким образом, на основании приведенных результатов расчета методом сил двух ви-

дов стержневых конструкций можно сделать вывод, что оценка устойчивости решений канони-

ческих уравнений с помощью числовых критериев обусловленности СЛАУ, обычно применяемых 

при решении прикладных задач, может оказаться недостоверной. 
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