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Аннотация. Квадратичные вычеты и невычеты в поле – элементы поля 

для которых существует решение квадратного уравнения с единичным коэффи-

циентом при старшем члене, отсутствующем члене с первой степенью и сво-

бодным членом, равным рассматриваемому элементу поля вычетов по простому 

модулю. Критерий и структура квадратичных вычетов получены из более об-

щего критерия существования алгебраического уравнения степени n. Квадратич-

ные вычеты и невычеты используются в теории чисел криптографии и входят 

в программы курсов криптологии и криптографии для студентов по специаль-

ности компьютерная безопасность. 
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ного уравнения, критерия существования алгебраического уравнения. 

Введение. В работе [1] исследовался вопрос о существовании решений алгеб-

раических уравнений в кольце вычетов Zm в результате – получен мощный и эф-

фективный инструмент исследования существования решений – сформулирована 

и доказана теорема 1 – критерий существования (канонического) алгебраического 

уравнения степени n в кольце вычетов Zm с образующими и свободным членом, 

взаимно простым с порядком кольца.  
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Новым в данной работе является получение нового критерия о квадратич-

ных вычетах и невычетах из более общего критерия существования решения кано-

нического неоднородного алгебраического уравнения степени n в кольце выче-

тов Zm специального типа – с образующими и свободным членом, взаимно простым 

с порядком кольца то есть в кольцах, у которых мультипликативная группа явля-

ется циклической. Поскольку мультипликативная группа поля *
p pZ Z  состоит из всех 

ненулевых элементов и является циклической, так как p – простое, то это обстоя-

тельство создает идеальное условие для применения более общего критерия. 

Как известно, вычеты в поле Zp – это такие элементы ,pa Z  для которых 

существуют решения уравнения 2 (mod ),x a p  невычеты в поле Zp – это такие 

элементы ,pa Z  для которых не существуют решения уравнения 2 (mod ).x a p  

Количество всех образующих в кольце Zm равно ( ( )),m   где  − функция Эйлера.  

Известно также, что 

 
*
mZ  – циклическая  1) 2,m   2) 4,m   3) ,km p   

  4) 2 , ( ),km p k Z  p – нечетное простое ( 3).p  

Полученный критерий квадратичных вычетов и соответственно невычетов 

кардинально отличается от известного критерия квадратичных вычетов и невы-

четов Леонарда Эйлера:  

 a – квадратичный вычет  
1

2 1(mod ).
p

a p


   

Прямым и очевидным следствием Теоремы 1 из [1] является следующая 

теорема: 

Теорема 1 (Критерий, количество и структура квадратичных вычетов и не-

вычетов в поле Zp) 

Пусть Zp – поле вычетов по простому модулю p. Пусть g – произвольный 

образующий поля Zp (хотя бы один такой элемент обязательно существует так как 

p − простое). Тогда: 

1) 0a   является квадратичным вычетом (так как существует очевидное 

решение 20 : 0 0(mod ));x p    

2) 0a   положим *log 0 1 ( ) 1 :g pa a a Z p p a g              

log (1).g a   

a – квадратичный вычет в log 0p gZ a   (НОД( ( ) 1, 2))p p n       

делится без остатка на НОД( 1, 2)p   (2). 

|1, при 2
НОД( 1, 2)

|2, при 2

p
p

p


  


 (3). Условие (2) инвариантно относительно вы-

бора образующего. 



108 

3) структура квадратичных вычетов и невычетов. Все квадратичные вычеты 

для простых 2p   (нечетных) имеют вид 0 0,a   
2 ,kka g где 

( ) 1
1, .

2

p p
k

  
  

Все квадратичные невычеты имеют вид 
2 1 ,k

ka g   где 
( ) 1

1, .
2

p p
k

  
  

4) количество квадратичных вычетов 
1 1

1 ,
2 2

p p 
   невычетов – 

1
.

2

p 
  

Пояснение к формуле (3) – очевидно, что для простых 2,p   p – простое  

1 2p   и 1 0(mod 2)p     НОД( 1,2) 2.p   Если 2p    НОД( 1,2)p   

НОД(1,2) 1    в 2 {0,1, ,*}Z     
11 1(mod2)g     1log 1 1g    1  1a   – 

вычет (
21 1 1(mod 2)p   ) и по критерию 1 0   (НОД( 1,2) НОД(1,2) 1p   ) – 

также вычет. 

Пример 1. Рассмотрим для примера кольцо по простому модулю ,5Z  коли-

чество образующих в 5Z  ( ( 5)) (4) 2,m      найдем их. 

Образующие кольца 5Z  это {2, 3} :  
1{2 2 2(mod5),   

22 4 4(mod5),   

32 8 3(mod5),   
42 16 1(mod5)}    2g   – образующий. 

1{3 3 3(mod5),   

23 9 4(mod5),   
33 27 2(mod5),   

43 81 1(mod5)}    3g   – образующий. 

Рассмотрим, например, образующий 2.g    

 1
2log 2 1 2 2(mod 5),g a        

 3
2log 3 3 2 3(mod 5).g a       

По критерию (теорема 1) ни 1, ни 3 не делится на 2, следовательно, 2, 3 –

невычеты.  

 4
2log 1 4 2 1(mod 5),g a       

 2
2log 4 2 2 4(mod 5).g a       

По критерию (теорема 1) как 2 так и 4 делится на 2, следовательно 1, 4 –

вычеты, ну и,конечно, тривиальный вычет 0, который является вычетом произ-

вольной степени в любом кольце. 

Рассмотрим, например, образующий 3.g    

 3
3log 2 3 3 2(mod 5),g a       

 1
3log 3 1 3 3(mod 5).g a       
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По критерию (теорема 1) ни 1, ни 3 не делится на 2 следовательно 2, 3 –

невычеты.  

 4
3log 1 4 3 1(mod 5),g a       

 2
3log 4 2 3 4(mod 5).g a       

По критерию (теорема 1) как 2 так и 4 делится на 2, следовательно 1, 4 –

вычеты, ну и,конечно, тривиальный вычет 0, который является вычетом произ-

вольной степени в любом кольце. 

По теореме 1, пункт 3 вычеты:  

 
2*1 2*222 4(mod5)2 1(mod5),g      

 
2*1 2*233 4(mod5)3 1(mod5).g     

По теореме 1, пункт 3 невычеты: 

 
2*1 1 2*2 122 3(mod5)2 2(mod5),g       

 
2*1 1 2*2 133 2(mod5)3 3(mod5).g      

Как и положено быть. 
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