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Введение 

 

Учебное пособие Практикум для задач искусственного интеллекта предназначен для 

студентов программистов и студентов математических специальностей. Курс рассчитан на 

один семестр и содержит 12 практических работ. Студенты вкладываются по времени в 

одно-два занятия для написания  кода программы  каждой практической работы.  

Первая лекция и связанные с ней две практические работы посвящены свойствам 

равномерного и свойствам нормального распределения, одномерного и двухмерного. 

Принято считать, что в задачах по теории вероятностей, если результат имеет ошибку в 5% 

(одна значащая цифра результата) это уже хорошо. Однако в данных работах с нормальным 

распределением случайной величины мы получили численные результаты с 14-15 

значащими цифрами, то есть, с двойной точностью на эффективном отрезке и эффективном 

прямоугольнике со сторонами равными 10-ти кратному среднеквадратичному отклонению 

сигма по обе стороны от среднего значения.  

Вторая часть учебного пособия посвящена свойствам одного или двух точечных 

множеств. Задача-навигатор о поиске минимальной длины незамкнутого графа Эйлера при 

фиксированных положениях вершин на плоскости и задача поиска главных направлений 

точечного множества на плоскости (код программы с кратким описанием алгоритма). В этой 

части также расположены 2 работы с использованием слабого и сильного критерия 

отделимости двух точечных множеств на плоскости и в пространстве.  

Третья часть содержит три лекции и три практических работы с оптимизацией 

однослойной нейронной сети. Входной сигнал умножается на весовую матрицу и 

складывается со свободным вектором и только затем покомпонентно преобразуется целевой 

функцией нейрона (модифицированной сигмоидой), всего (n+1)m входных весовых 

параметров для оптимизации нейронной сетью. На выходе нейрона сигнал умножается на 

весовую квадратную матрицу размерности m·m. Методом градиентного спуска в цикле в 

пространстве размерности m(m+n+1) изменяются весовые коэффициенты. После цикла 

оптимизации принимается решение на каждом выходе (всего m выходов) однослойной 

нейронной сетью выбрать ближайшее значение из множества {-1,+1}. Такой же цифровой  

сигнал {-1,+1} поступает на каждый вход нейронной сети  {-1,+1}(всего n  входов). Для 

увеличения значения градиента функционал ошибок выбран не в виде суммы квадратов 

разности функции учителя и сигнала обученной нейронной сети для всех возможных 

входных состояний сигнала, а функционал 4-х степеней данных разностей. С помощью 

данной сети решается задача распознавания цвета предмета или задача сжатия цветности в 

целое число раз (максимальное цветов входных сигналов равно 16). Оказывается, что если 

происходит перестановка цветов или число сжатия равно 1,2,4,8,9,10,11,12,13,14,15,16, то 

есть, либо коэффициент сжатия цветовой гаммы нацело делит 16, либо он более 8, то 

обучение нейронной сети равно100%.  

В задаче распознавания, перестановки и сжатия гаммы цветов худший процент 

правильного обучения нейронной сети составил 81,26 %, а средневзвешенный процент 

правильного обучения по всем входным состояниям сигнала равен 96,1%. Академик РАН, 

профессор Московского государственного университета Анатолий Иванович Ларкин 

сформулировал основы современной теории  одномерных электронных систем. Аналогично 

идеям Анатолия Ивановича в данной работе мы рассматриваем однослойную нейронную 

сеть и оптимизацию сети.  

В четвертой части приведены лекции с выводом формул прямого и обратного 

дискретного преобразования Фурье, одномерного, двухмерного и трехмерного. Во–первых, 

такие преобразования очень часто используются в технических приложениях. А во–вторых, 

дискретные преобразования Фурье могут служить отдельным аппаратом для интерпретации 

результатов в задачах обработки нейронной сетью, например, одномерного звукового 

сигнала, плоского или пространственного сигнала.  
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Отметим также, что при решении задач нейронной сетью, возникают обратные задачи 

управления некоторой технической системой и требуют применения теории экстремальных 

задач и задач оптимального управления, например, с помощью принципа максимума 

Понтрягина [1], [2], [3]. В работах [90], [91], [92], [93]  приведены результаты управления 

робототехнической системой, в которой процесс управления выбирает два крайних значения 

ускорения робота из множества параметра управления (ускорение робота).  

Работы, связанные с нейронной сетью приведены в литературе под номерами [10] - [48]. 

Многие работы по вычислительной математике [4] - [9], [49] - [54], [68] - [89], [94] - [215] 

важны для использования эффективных вычислительных алгоритмов нейронной сетью. В 

работах [55] - [66], [212] - [282] нейронная сеть способна найти фрагменты на фотографиях с 

заданными свойствами или регистрировать быстро движущиеся объекты.  
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Лекция 1. Некоторые сведения из теории вероятностей. 

 

В статистике и в теории вероятностей крайними или диаметрально противоположными 

являются два распределения – равномерное распределение и гауссово распределение 

функции плотности вероятностей. 

Случайная величина x распределена на отрезке [-a,a] равномерно, если ее плотность 

вероятностей рана постоянной величине )1.1(],[,
2

1
)( aax

a
x 

 

Среднее значение равномерно распределенной величины  x равно нулю 

0
42

1
)(

2







a

a

a

a

a

a
a

x
dxx

a
dxxxx   

Дисперсия случайной величины (второй момент) определяется формулой 

 

 
3

,
362

1
)(

23
22 a

D
a

a

x
dxx

a
dxxxxD

a

a

a

a

a

a





 
 

То есть, среднеквадратическое отклонение равномерного распределения прямо 

пропорционально длине отрезка 2a. 

 

Нормальное распределение на прямой задается двумя параметрами ( x ,σ) формулой 

 

 
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


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Смысл параметров ( x ,σ) выясним, вычисляя первый и второй моменты для случайной 

величины, распределенной с учетом формулы (2.1). 
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Первый интеграл равен нулю, так как подынтегральная функция  2exp yу   является 

нечетной на симметричном интервале (-∞,+∞). А второй интеграл вычислим через двойной 

интеграл, обозначая  
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Таким образом, первый параметр x равен первому моменту или среднему значению 

случайной величины, распределенной по нормальному закону. Вычислим второй момент 

случайной величины относительно точки x  на числовой прямой.  
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 Замечание 1. В преобразованиях использовалась производная     .exp2exp 2/2 yyy   

Замечание 2. Принято считать, что в задачах по теории вероятностей полученный 

результат с ошибкой 30% или с ошибкой 5 % является надежным и хорошим (при этом 

результат имеет всего одну верную значащую цифру). 

В следующих двух лабораторных работах для проверки свойств одномерного и 

двухмерного нормальных распределений можно получать результаты с двойной точностью, 

однако для этого нужно использовать эффективную прямую расположенную на отрезке 

симметрично относительно среднего значения и шириной 10σ по обе стороны. 

 

Практическая работа  1. Одномерное гауссово распределение и его свойства. 

 

Нормальное распределение на прямой задается двумя параметрами ( x ,σ) формулой 

 

 
)1(],[,

2
exp

2

1
)(

2

2



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








 
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xx
x


  

Введем отрезок “эффективной прямой” ]10,10[   xxx . Проверим три основных 

свойства нормального распределения на “эффективной прямой”: 

1) 1)(
10

10






dxx
x

x





 - условие нормировки нормального распределения 

2) xdxxx
x

x











10

10

)( - среднее значение нормального распределения 

3)   2
10

10

2
)( 










dxxxx
x

x

- дисперсия нормального распределения 

 

Мы использовали квадратурную формулу [245], [270], [272], [281] с двенадцатым 

порядком погрешности для вычисления определенного интеграла с помощью интегральной 

квадратурной формулы, при котором отрезок интегрирования делится на число интервалов 

кратное 10. 

      Np
n

ab
hpnhOСxyxyhdxxyxyyy i

b

a

n

i
ii 


  



,,10,5)()(, 12

0
212121

1

  (2) 

где весовые коэффициенты интегральной квадратурной формулы (2) определяются 

величиной остатка по модулю 10 от номера узла равномерной сетки i. 
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   

   

   

   

   












































.10mod5,
12474

17807

,10mod610mod4,
5544

4825

,10mod710mod3,
6237

5675

,10mod810mod2,
99792

16175

,10mod910mod1,
74844

26575

,010mod0,
149688

16067

,0,
299376

16067

1

1

iесли

iилиiесли

iилиiесли

iилиiесли

iилиiесли

niиi

nилиii

Ci  

Напишем код программы на распространенном языке C++. Среднее значение, средне-

квадратичное отклонение, правый конец и левый конец эффективной прямой равны 

соответственно sigma=2.0;s=7.0;a=s-10.0*sigma;b=s+10.0*sigma. 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

double f(double x,double sigma,double s) 

{ 

 double s1,s2,pi; 

 pi=2.0*asin(1.0); 

 s1=((x-s)*(x-s))/(2.0*sigma*sigma); 

 s2=sigma*sqrt(2.0*pi); 

 return exp(-s1)/s2; 

} 

int const n=300; 

int main() 

{ 

 int i; 

 double a,b,h,y,eps,s,sigma; 

 double c[n+1],c0[8]; 

 double ss,x; 

 c0[1]=16067.0/299376.0; c0[2]=26575.0/74844.0; 

 c0[3]=-16175.0/99792.0; c0[4]=5675.0/6237.0; 

 c0[5]=-4825.0/5544.0; c0[6]=17807.0/12474.0; 

 c0[7]=16067/149688.0;  

sigma=2.0;s=0.0;a=s-10.0*sigma;b=s+10.0*sigma; 

h=(b-a)/double(n); 

for(i=0;i<=n;i++) 

{ 

  if(i==0 || i==n) 

 { 

  c[i]=c0[1]; 

 } 

  if(i%10==1 || i%10==9) 

 { 

  c[i]=c0[2]; 
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 } 

  if(i%10==2 || i%10==8) 

 { 

 c[i]=c0[3]; 

 } 

  if(i%10==3 || i%10==7) 

 { 

  c[i]=c0[4]; 

 } 

  if(i%10==4 || i%10==6) 

 { 

  c[i]=c0[5]; 

 } 

  

  if(i%10==5) 

 { 

  c[i]=c0[6]; 

 } 

  

  if(i%10==0 && i>0 && i<n) 

 { 

  c[i]=c0[7]; 

 } 

 } 

ss=0.0; 

for(i=0;i<=n;i++) 

{ 

 x=a+h*double(i); 

 ss=ss+h*c[i]*f(x,sigma,s); 

} 

ss=ss*5.0; 

 y= ss; 

 printf("y=%.16lf\n",y); 

 eps=y-1.0; 

 printf("eps=%.16lf\n",eps); 

} 

1)Программа показывает результат(f(x,sigma,s)= exp(-s1)/s2) 

y=1.0000000000000000 

eps=0.0000000000000000 

Press any key to continue 

eps=y-1.0; 

2)Программа показывает результат(f(x,sigma,s)=x* exp(-s1)/s2) 

y=7.0000000000000018 

eps=0.0000000000000018 

Press any key to continue 

eps=y-s; 

3)Программа показывает результат(f(x,sigma,s)= (x-s)*(x-s)* exp(-s1)/s2) 

y=4.0000000000000027 

eps=0.0000000000000027 

Press any key to continue 

eps=y- sigma* sigma; 

 



 10 

 

Практическая работа  2. Двухмерное гауссово распределение и его свойства. 

 

 

Нормальное распределение на плоскости имеет четыре параметра( 21, xx ,σ1,σ2) и 

получается формальным перемножением двух независимых нормальных распределений по 

переменным x,y с параметрами ( ,1x ,σ1) и ( 2x ,σ2) 

 

   














 














 


2
2

2

2
1

2

21

21
2

exp
2

exp
22

1
),,,,,(




yyxx
yxyx

 

   
)1(],[,,

22
exp

2

1
2

2

2

2
1

2

21














 



 yx

yyxx


 

Введем прямоугольник “эффективной плоскости” 

]10,10[,]10,10[ 2211   yyyxxx . Проверим три основных свойства 

нормального распределения на “эффективной плоскости”: 

1) 1),(
1

1

2

2

10

10

10

10

 








dxdyyx

x

x

y

y









 - условие нормировки нормального распределения 

2) yxdxdyyxxy

x

x

y

y

 








1

1

2

2

10

10

10

10

),(









 - среднее значение смешанного произведения 

переменных xy для нормального распределения 

3)     2
2

2
1

10

10

10

10

22
1

1

2

2

),( 








 








dxdyyxyyxx

x

x

y

y

- произведение дисперсий нормального 

распределения по координатам x и y. 

 

Мы использовали квадратурную формулу [245], [270], [272], [281] с двенадцатым 

порядком погрешности для вычисления двойного определенного интеграла на 

прямоугольнике с помощью интегральной квадратурной формулы, при котором каждый из 

двух отрезков интегрирования делится на число интервалов кратное 10. 

  
 

),(),(25),(),(, 21
0 0

,212121

1 2

ijij

n

i

n

j
ji

b

a

d

c

yxgyxgChhdxdyyxgyxggg  

  12
21

,21

2

222

1

111
12

2
12

1 ,0,,0,,,,,10,,10, njniCCCNpp
n

cd
hpn

n

ab
hpnhhO jiji 





 (2) 

где весовые коэффициенты интегральной квадратурной формулы (3) определяются 

величиной остатка по модулю 10 от номера узла равномерной сетки i,j. 
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
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
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   
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   

   

   

)4(

.10mod5,
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
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


















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


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C j  

Напишем программу на языке C++. Средние значения, среднеквадратичные 

отклонения, правые концы и левые концы эффективной плоскости равны соответственно 

sigma1=2.0;ss1=7.0;sigma2=1.0;ss2=5.0;a=ss1-10.0*sigma1;b=ss1+10.0*sigma1; 

c=ss2-10.0*sigma2;d=ss2+10.0*sigma2; 

Далее следует код программы с библиотекой для среды Visual Studio 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

double f(double x,double y,double sigma1,double sigma2,double ss1,double ss2) 

{ 

 double s1,s2,pi; 

 pi=2.0*asin(1.0); 

 s1=((x-ss1)*(x-ss1))/(2.0*sigma1*sigma1)+((y-ss2)*(y-ss2))/(2.0*sigma2*sigma2); 

 s2=sigma1*sigma2*(2.0*pi); 

 return exp(-s1)/s2; 

} 

int const n1=200,n2=200; 

int main() 

{ 



 12 

 int i,j; 

 double a,b,c,d,h1,h2,y,eps,ss1,sigma1,ss2,sigma2; 

 double c2[n1+1][n2+1],c3[n1+1],c4[n2+1],c0[8]; 

 double ss,x; 

 c0[1]=16067.0/299376.0; c0[2]=26575.0/74844.0; 

 c0[3]=-16175.0/99792.0; c0[4]=5675.0/6237.0; 

 c0[5]=-4825.0/5544.0; c0[6]=17807.0/12474.0; 

 c0[7]=16067/149688.0;  

sigma1=2.0;ss1=3.0;sigma2=1.0;ss2=5.0;a=ss1-10.0*sigma1;b=ss1+10.0*sigma1; 

c=ss2-10.0*sigma2;d=ss2+10.0*sigma2;h1=(b-a)/double(n1);h2=(d-c)/double(n2); 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ 

  if(i==0 || i==n2) 

 { 

  c4[i]=c0[1]; 

 } 

  if(i%10==1 || i%10==9) 

 { 

  c4[i]=c0[2]; 

 } 

  if(i%10==2 || i%10==8) 

 { 

 c4[i]=c0[3]; 

 } 

  if(i%10==3 || i%10==7) 

 { 

  c4[i]=c0[4]; 

 } 

  if(i%10==4 || i%10==6) 

 { 

  c4[i]=c0[5]; 

 } 

  if(i%10==5) 

 { 

  c4[i]=c0[6]; 

 } 

  if(i%10==0 && i>0 && i<n2) 

 { 

  c4[i]=c0[7]; 

 }} 

for(j=0;j<=n1;j++) 

{ 

  if(j==0 || j==n1) 

 { 

  c3[j]=c0[1]; 

 } 

  if(j%10==1 || j%10==9) 

 { 

  c3[j]=c0[2]; 

 } 

  if(j%10==2 || j%10==8) 

 { 
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 c3[j]=c0[3]; 

 } 

  if(j%10==3 || j%10==7) 

 { 

  c3[j]=c0[4]; 

 } 

  if(j%10==4 || j%10==6) 

 { 

  c3[j]=c0[5]; 

 } 

  if(j%10==5) 

 { 

  c3[j]=c0[6]; 

 } 

  if(j%10==0 && j>0 && j<n1) 

 { 

  c3[j]=c0[7]; 

 }} 

 

//////////////////////////////////// 

for(i=0;i<=n2;i++) 

for(j=0;j<=n1;j++) 

{ 

c2[i][j]=c3[j]*c4[i]; 

} 

ss=0.0; 

for(i=0;i<=n2;i++) 

for(j=0;j<=n1;j++) 

{ 

 x=a+h1*double(j);y=c+h2*double(i); 

 ss=ss+c2[i][j]*f(x,y,sigma1,sigma2,ss1,ss2); 

} 

ss=ss*25.0*h1*h2; 

 y= ss; 

 printf("y=%.16lf\n",y); 

 eps=y-1.0; 

 printf("eps=%.16lf\n",eps); 

 } 

1)Программа показывает результат(f(x, y, sigma1,sigma2, ss1, ss2)=x*y* exp(-s1)/s2) 

y=1.0000000000000000 

eps=0.0000000000000000 

Press any key to continue 

eps=y-1.0; 

2)Программа показывает результат(f(x, y, sigma1,sigma2, ss1, ss2)=x*y* exp(-s1)/s2) 

y=14.9999999999999360≈3·5 

eps=-0.0000000000000639 

Press any key to continue 

eps=y-ss1*ss2; n1=200,n2=500; 

3)Программа показывает результат(f(x, y, sigma1,sigma2, ss1, ss2)=(x-ss1)* (x-ss1)*(y-

ss2)* (y-ss2)* exp(-s1)/s2) 

y=3.9999999999999352≈2
2
·1

2
 

eps=-0.0000000000000648 
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Press any key to continue 

eps=y- sigma1* sigma1* sigma2* sigma2; n1=300,n2=300; 

Замечание. Двухмерное нормальное распределения на плоскости в данной работе 

нетрудно также обобщить на трехмерный случай (нормальное распределение в 

пространстве). 

 

 

Практическая работа  3. Задача-навигатор на плоскости. 

 

Рассмотрим задачу – навигатор  об оптимальной траектории с минимальной суммарной 

длиной звеньев ребер, соединяющих все вершины – адресатов (пациентов), которых нужно 

обойти почтальону или врачу, чтобы сократить время своей работы. 

Координаты всех вершин заданы, как и задано начальное положение  почтальона 

(5.0;5.0). Методом перебора по девяти свободным вершинам (по девяти целочисленным 

переменным) построить Эйлеров граф, в котором при движении почтальона все адресаты – 

вершины встречаются ровно один раз. 

Программа-навигатор для простого графа Эйлера с минимальной суммой длин ребер 

написана на языке С++, методом исключения – во  внутренних циклах не могут встретиться 

индексы вершин, если они были задействованы уже во внешних циклах. Каждая 

оптимальная последовательность вершин на данный момент запоминается программой, пока 

ее не сменяет другая оптимальная последовательность вершин с еще меньшей суммарной 

длиной ребер. Длина ребер вычисляется по теореме Пифагора отдельной программой-

функцией. 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

double r(double x1,double y1, double x2,double y2) 

{return sqrt((x2-x1)*(x2-x1)+(y2-y1)*(y2-y1)); 

} 

int const l=9; 

int main() 

{ 

 int i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9,i10,k, n[l+2], n0[l+2]; 

 double x[l+2],y[l+2],ss[l+2],s,s1,s2,s3,s4,s5,min,x1,x2,y1,y2,xx,yy; 

xx=5.0;x[1]=0.0; x[2]=2.0;x[3]=0.0;x[4]=2.0;x[5]=1.0;x[6]=0.5;x[7]=2.5;x[8]=0.5;x[9]=2.5; 

//x[10]=1.5; 

yy=5.0;y[1]=0.0;y[2]=0.0;y[3]=2.0;y[4]=2.0;y[5]=4.0; y[6]=-0.5; y[7]=0.0; y[8]=1.5; y[9]=2.0; 

//y[10]=3.5; 

  min=10000.0; 

 FILE*file; 

  

file=fopen("1.txt","w"); 

 for(i1=1;i1<=l;i1++) 

 for(i2=1;i2<=l;i2++) 

 for(i3=1;i3<=l;i3++) 

 for(i4=1;i4<=l;i4++) 

 for(i5=1;i5<=l;i5++) 

 for(i6=1;i6<=l;i6++) 

 for(i7=1;i7<=l;i7++) 

 for(i8=1;i8<=l;i8++) 

 for(i9=1;i9<=l;i9++) 

 { 
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   s=0.0; 

  x1=x[i1];y1=y[i1]; 

  ss[1]=r(x1,y1,xx,yy);n[1]=i1; 

  s=s+ss[1];  

  if( !(i2==i1)) 

   { 

    x1=x[i1];y1=y[i1]; x2=x[i2];y2=y[i2]; 

    ss[2]=r(x1,y1,x2,y2);n[2]=i2; 

     s=s+ss[2]; 

     if( !(i3==i1) && !(i3==i2)) 

      { 

  x1=x[i2];y1=y[i2]; x2=x[i3];y2=y[i3]; 

    ss[3]=r(x1,y1,x2,y2);n[3]=i3; 

     s=s+ss[3]; 

  if( !(i4==i1) && !(i4==i2) && !(i4==i3)) 

       { 

  x1=x[i3];y1=y[i3]; x2=x[i4];y2=y[i4]; 

    ss[4]=r(x1,y1,x2,y2);n[4]=i4; 

     s=s+ss[4];      

if( !(i5==i1) && !(i5==i2) && !(i5==i3) && !(i5==i4)) 

        { 

  x1=x[i4];y1=y[i4]; x2=x[i5];y2=y[i5]; 

    ss[5]=r(x1,y1,x2,y2);n[5]=i5; 

     s=s+ss[5]; 

  if( !(i6==i1) && !(i6==i2) && !(i6==i3) && !(i6==i4)  && !(i6==i5)) 

        { 

  x1=x[i5];y1=y[i5]; x2=x[i6];y2=y[i6]; 

    ss[6]=r(x1,y1,x2,y2);n[6]=i6; 

     s=s+ss[6]; 

 if( !(i7==i1) && !(i7==i2) && !(i7==i3) && !(i7==i4)  && !(i7==i5) && !(i7==i6)  ) 

        { 

  x1=x[i6];y1=y[i6]; x2=x[i7];y2=y[i7]; 

    ss[7]=r(x1,y1,x2,y2);n[7]=i7; 

     s=s+ss[7]; 

if( !(i8==i1) && !(i8==i2) && !(i8==i3) && !(i8==i4)  && !(i8==i5) && !(i8==i6)  

&& !(i8==i7)  ) 

        { 

  x1=x[i7];y1=y[i7]; x2=x[i8];y2=y[i8]; 

    ss[8]=r(x1,y1,x2,y2);n[8]=i8; 

     s=s+ss[8]; 

 if( !(i9==i1) && !(i9==i2) && !(i9==i3) && !(i9==i4)  && !(i9==i5) && !(i9==i6)  

&& !(i9==i7)  && !(i9==i8)  ) 

        { 

  x1=x[i8];y1=y[i8]; x2=x[i9];y2=y[i9]; 

    ss[9]=r(x1,y1,x2,y2);n[9]=i9; 

     s=s+ss[9]; 

 if(s<=min) 

   { 

 min=s; 

n0[1]=i1;n0[2]=i2; n0[3]=i3; n0[4]=i4;n0[5]=i5; 
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n0[6]=i6; n0[7]=i7;n0[8]=i8;n0[9]=i9;       

 printf("%d %d %d %d %d %d %d %d %d s min=%.16lf\n",i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9,min);

 fprintf(file,"%d %d %d %d %d %d %d %d %d \n",i1,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9); 

   } 

 }}}}}}}} }   

  for(k=1;k<=l;k++) 

  { 

 printf("%d %.16lf %.16lf \n",k,x[n0[k]], y[n0[k]]); 

 fprintf(file,"%.16lf %.16lf \n",x[n0[k]], y[n0[k]]); 

}} 

Последовательность записи программой оптимального (минимального по длине графа)  

на данный момент времени, последовательность прохождения вершин и суммарная длина 

ребер графа указана в каждой строке ниже. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 s min=27.2863611087978240 

1 2 3 4 5 6 7 9 8 s min=26.7863611087978240 

1 2 3 4 5 6 8 9 7 s min=26.7248082959889930 

1 2 3 4 5 7 6 8 9 s min=26.5306704123878810 

1 2 3 4 5 7 9 8 6 s min=26.4691175995790500 

1 2 3 4 5 8 6 7 9 s min=24.7466254837166770 

1 2 3 4 5 9 7 6 8 s min=24.6971157269202840 

1 2 3 4 7 6 8 9 5 s min=24.5841533750381560 

1 2 3 4 8 6 7 9 5 s min=24.0421865795046830 

1 2 3 4 9 5 8 6 7 s min=23.5105575062168910 

1 2 3 4 9 7 6 8 5 s min=23.0105575062168910 

1 2 3 5 4 9 7 6 8 s min=22.9331837044200770 

1 2 3 5 8 4 9 7 6 s min=22.8277643138008660 

1 2 3 5 9 4 8 6 7 s min=22.7782545570044730 

1 2 3 8 5 4 9 7 6 s min=21.9537322649032270 

1 2 3 8 6 7 4 9 5 s min=21.7297073434158750 

1 2 3 8 6 7 9 4 5 s min=21.4042225081068340 

1 2 4 9 5 3 8 6 7 s min=21.0757953833606420 

1 2 4 9 7 6 8 3 5 s min=20.5757953833606420 

1 2 6 7 4 9 8 3 5 s min=20.2800398390624930 

1 2 6 7 9 4 8 3 5 s min=19.7380730435290200 

1 2 7 4 9 5 3 8 6 s min=19.5757953833606420 

1 2 7 6 3 8 4 9 5 s min=19.4703759927414380 

1 2 7 6 8 3 4 9 5 s min=19.3397274058608560 

1 2 7 6 8 3 5 4 9 s min=19.3118633608604320 

1 2 7 9 4 5 3 8 6 s min=19.2503105480516010 

1 3 8 5 4 9 7 2 6 s min=19.1448911574323940 

1 3 8 6 2 7 4 9 5 s min=18.9208662359450410 

1 3 8 6 2 7 9 4 5 s min=18.5953814006360040 

1 6 2 7 3 8 4 9 5 s min=18.3491211531233740 

1 6 2 7 4 9 3 8 5 s min=18.1774827739279840 

1 6 2 7 4 9 5 3 8 s min=17.8640409946313810 

1 6 2 7 4 9 8 3 5 s min=17.4255938074402120 

1 6 2 7 9 4 8 3 5 s min=16.8836270119067390 

2 7 4 9 5 3 8 1 6 s min=16.6239250776112040 

2 7 6 1 3 8 4 9 5 s min=16.3878571001114180 

2 7 6 1 8 3 4 9 5 s min=16.3878571001114180 

2 7 6 1 8 3 5 4 9 s min=16.3599930551109980 

2 7 9 4 5 3 8 1 6 s min=16.2984402423021630 
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3 8 1 6 2 7 4 9 5 s min=15.9689959301956050 

3 8 1 6 2 7 9 4 5 s min=15.6435110948865650 

4 9 2 7 1 6 8 3 5 s min=15.4544750398010000 

4 9 2 7 6 1 3 8 5 s min=15.3294696319064340 

4 9 2 7 6 1 8 3 5 s min=14.5971666826940200 

4 9 5 3 8 1 6 2 7 s min=14.5551998871605480 

4 9 7 2 6 1 8 3 5 s min=14.0551998871605490 

5 3 8 1 6 2 7 4 9 s min=13.9972176384677560 

5 3 8 1 6 2 7 9 4 s min=13.9356648256589250 

5 3 8 4 9 7 2 6 1 s min=13.9356648256589250 

5 4 9 7 2 6 1 8 3 s min=13.9356648256589250 

9 4 7 2 6 1 8 3 5 s min=13.7792368508034220 

1 2.5000000000000000 2.0000000000000000 

2 2.0000000000000000 2.0000000000000000 

3 2.5000000000000000 0.0000000000000000 

4 2.0000000000000000 0.0000000000000000 

5 0.5000000000000000 -0.5000000000000000 

6 0.0000000000000000 0.0000000000000000 

7 0.5000000000000000 1.5000000000000000 

8 0.0000000000000000 2.0000000000000000 

9 1.0000000000000000 4.0000000000000000 

Press any key to continue 

В последних строках указана последовательность вершин графа и координаты каждой 

вершины в оптимальной последовательности. Программа генерирует txt файл, из которого 

можно скопировать координаты вершин конечной оптимальной траектории для построения 

графика. Из таблицы видно, что исходный путь почтальона можно сократить в 2 раза. 

 
 

Рис.1. Оптимальная незамкнутая траектория почтальона (терапевта) для связи всех 

адресатов (пациентов). Исходное положение почтальона (терапевта) с координатами (5.0;5.0) 
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Глава 2. Математические преобразования над точечными множествами 

 

Практическая работа  4. Слабый и сильный критерии отделимости двух точечных 

множеств на плоскости 

Рассмотрим два точечных множества на плоскости, заданных своими координатами 
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Найдем координаты центров тяжести первого и второго множеств 
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Перенесем локальные системы в центр тяжести каждого множества, то есть, 

центрируем точки каждого множества по формулам 
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Далее найдем радиус каждого точечного множества, другими словами, найдем 

максимально удаленные точки от центра тяжести каждого множества. Радиусы множеств 

конечны, если каждые две точки множества находятся на конечном расстоянии  друг от 

друга (мы рассматриваем конечные точечные множества). Отметим, что все точки 

множества находятся внутри или на границе окружности данного множества. 
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Сильный критерий отделимости двух множеств описывается правилом и 

неравенством: расстояние между центрами множеств не менее суммы радиусов двух 

множеств. Допускается касание окружностей двух множеств, смотрим рисунок 1. 

 

 
Рис.1. Взаимное расположение окружностей для сильного критерия отделимости 

множеств 
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Слабый критерий отделимости двух множеств описывается правилом и неравенством: 

расстояние между центрами множеств не менее максимума из радиусов двух множеств. 

Допускается расположение центра окружности первой окружности минимального радиуса на 

окружности второй окружности максимального радиуса. Действительно, если более 

половины точек первого множества скрывает область круга второго множества, то первое 

множество перестает выделяться на фоне большего множества, смотрим рисунок 2. 
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Рис.2. Взаимное расположение окружностей для слабого критерия отделимости 

множеств 
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В программе на C++(популярный язык программирования в настоящее время) 

используется именно неравенство (6) для вычисления максимального радиуса окружностей. 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n1=5,n2=10; 

int main() 

{int i,j,k; 

double x1[n1+1],x2[n2+1],y1[n1+1],y2[n2+1],r1,r2,r,rr,x01,x02,y01,y02; 

double s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ 

x1[i]=0.0;y1[i]=2.0*double(i); 

} 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ 

x2[i]=double(i);y2[i]=0.0; 

} 

s1=0.0;s2=0.0;s3=0.0;s4=0.0;s5=0.0;s6=0.0; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ 

 s1=s1+x1[i]; 

 s2=s2+y1[i]; 

} 

x01=s1/double(n1+1);y01=s2/double(n1+1); 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ 

 s3=s3+x2[i]; 

 s4=s4+y2[i]; 

} 

x02=s3/double(n2+1);y02=s4/double(n2+1); 

 

r1=-1.0; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ s7=sqrt((x1[i]-x01)*(x1[i]-x01)+(y1[i]-y01)*(y1[i]-y01)); 

if(s7>=r1) 

{ 

r1=s7; 

} 

} 



 20 

r2=-1.0; 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ s8=sqrt((x2[i]-x02)*(x2[i]-x02)+(y2[i]-y02)*(y2[i]-y02)); 

if(s8>=r2) 

{ 

r2=s8; 

} 

} 

r=sqrt((x02-x01)*(x02-x01)+(y02-y01)*(y02-y01)); 

rr=(r1+r2+sqrt((r2-r1)*(r2-r1)))/2.0; 

/////////////////kriterij 

if(r<r1+r2) 

{ 

 printf(" strong kriterij-not\n"); 

  } 

if(r>=r1+r2) 

{printf("strong kriterii-yes\n"); 

} 

if(r>=rr) 

{ 

 printf("weak kriterii-yes\n"); 

 } 

if(r<rr) 

{ 

 printf("weak kriterii-not\n"); 

 } 

} 

Применим три различных ориентации точечных множеств для тестирования в 

программе 

 
 

Рис.3. Предельный вариант выполнения слабого критерия отделимости двух точечных 

множеств. O-точка пересечения двух окружностей одинакового радиуса равному расстоянию 

между центрами окружностей O1,O2 R1=R2=R. В предельном случае угол между радиусами 

окружностей OO1=R1 OO2=R2 составляет 60
0
. Если этот угол меньше 60

0
, то не выполнен ни 

сильный не слабый критерии, если угол превышает 60
0
, то выполнен слабый критерий, а 

сильный нет. Наконец, если угол равен 180
0
, то выполнен сильный критерий тоже и 

окружности равного радиуса касаются друг друга внешним образом. 

Пример 1. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположены горизонтально вдоль оси Ох, первая точка 

совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на отрезке длиной 10. Угол 

между отрезками OO1=R1 OO2=R2 составляет 90
0
, то есть выполняется слабый критерий, но 

не выполнен сильный критерий. Программа дает результат 
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strong kriterij-not 

weak kriterii-yes 

Press any key to continue 

Пример 2. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположено вдоль биссектрисы первого координатного угла, 

первая точка совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на отрезке 

длиной 10. Угол между отрезками OO1=R1 OO2=R2 составляет 45
0
, то есть не выполняется 

слабый критерий и не выполнен сильный критерий. Изменена начальная часть программы  

for(i=0;i<=n1;i++) 

{x1[i]=0.0;y1[i]=2.0*double(i);} 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{x2[i]=double(i)/sqrt(2.0);y2[i]=double(i)/sqrt(2.0);} 

Программа дает результат 

strong kriterij-not 

weak kriterii-not 

Press any key to continue 

Пример 3. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположены противоположно оси Оу, первая точка 

совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на отрезке длиной 10. Угол 

между отрезками OO1=R1 OO2=R2 составляет 180
0
, то есть выполняется слабый критерий и 

выполнен сильный критерий. Изменена начальная часть программы  

for(i=0;i<=n1;i++) 

{x1[i]=0.0;y1[i]=2.0*double(i);} 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{x2[i]=0.0;y2[i]=-double(i);} 

Программа дает результат 

strong kriterii-yes 

weak kriterii-yes 

Press any key to continue 

 

Практическая работа  5. Слабый и сильный критерии отделимости двух точечных 

множеств в пространстве 

 

Рассмотрим два точечных множества на плоскости, заданных своими координатами 
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Найдем координаты центров тяжести первого и второго множеств 
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Перенесем локальные системы в центр тяжести каждого множества, то есть, 

центрируем точки каждого множества по формулам 
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Далее найдем радиус каждого точечного множества, другими словами, найдем 

максимально удаленные точки от центра тяжести каждого множества. Радиусы множеств 

конечны, если каждые две точки множества находятся на конечном расстоянии  друг от 

друга (мы рассматриваем конечные точечные множества). Отметим, что все точки 

множества находятся внутри или на поверхности шара данного множества. 
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Сильный критерий отделимости двух множеств описывается правилом и 

неравенством: расстояние между центрами множеств не менее суммы радиусов двух 

множеств. Допускается касание шаров двух множеств, смотрим рисунок 1. 

 

 
Рис.1. Взаимное расположение шаров для сильного критерия отделимости множеств 
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Слабый критерий отделимости двух множеств описывается правилом и неравенством: 

расстояние между центрами множеств не менее максимума из радиусов двух множеств. 

Допускается расположение центра первого шара минимального радиуса на сфере второго 

шара максимального радиуса. Действительно, если более половины точек первого множества 

поглощает шар второго множества, то первое множество перестает выделяться на фоне 

большего множества, смотрим рисунок 2. 

 
Рис.2. Взаимное расположение шаров для слабого критерия отделимости множеств 
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В программе на C++ используется неравенство (6) для вычисления максимального 

радиуса окружностей. 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n1=5,n2=10; 

int main() 

{int i,j,k; 

double x1[n1+1],x2[n2+1],y1[n1+1],y2[n2+1],r1,r2,r,rr,x01,x02,y01,y02; 

double s1,s2,s3,s4,s5,s6,s7,s8,s9,s10,s11,s12,z02,z01,z1[n1+1],z2[n2+1]; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ 

x1[i]=0.0;y1[i]=2.0*double(i);z1[i]=0.0; 

} 



 23 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ 

x2[i]=double(i);y2[i]=0.0;z2[i]=0.0; 

} 

s1=0.0;s2=0.0;s3=0.0;s4=0.0;s5=0.0;s6=0.0; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ 

 s1=s1+x1[i];s2=s2+y1[i];s3=s3+z1[i]; 

} 

x01=s1/double(n1+1);y01=s2/double(n1+1);z01=s3/double(n1+1); 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ 

 s4=s4+x2[i]; s5=s5+y2[i]; s6=s6+z2[i]; 

} 

x02=s4/double(n2+1);y02=s5/double(n2+1);z02=s6/double(n2+1); 

 

r1=-1.0; 

for(i=0;i<=n1;i++) 

{ s7=sqrt((x1[i]-x01)*(x1[i]-x01)+(y1[i]-y01)*(y1[i]-y01)+(z1[i]-z01)*(z1[i]-z01)); 

if(s7>=r1) 

{ 

r1=s7; 

} 

} 

r2=-1.0; 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{ s8=sqrt((x2[i]-x02)*(x2[i]-x02)+(y2[i]-y02)*(y2[i]-y02)+(z2[i]-z02)*(z2[i]-z02)); 

if(s8>=r2) 

{ 

r2=s8; 

}} 

r=sqrt((x02-x01)*(x02-x01)+(y02-y01)*(y02-y01)+(z02-z01)*(z02-z01)); 

rr=(r1+r2+sqrt((r2-r1)*(r2-r1)))/2.0; 

/////////////////kriterij 

if(r<r1+r2) 

{ 

 printf(" strong kriterij-not\n"); 

  } 

if(r>=r1+r2) 

{printf("strong kriterii-yes\n"); 

} 

if(r>=rr) 

{ 

 printf("weak kriterii-yes\n"); 

 } 

if(r<rr) 

{printf("weak kriterii-not\n");} 

} 

Применим три различных ориентации точечных множеств для тестирования 

программы 
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Рис.3. Предельный вариант выполнения слабого критерия отделимости двух точечных 

множеств. O-точка пересечения двух сфер одинакового радиуса равному расстоянию между 

центрами сфер O1,O2 R1=R2=R. В предельном случае угол между радиусами сфер OO1=R1 

OO2=R2 составляет 60
0
 . Если этот угол меньше 60

0
, то не выполнен ни сильный, ни слабый 

критерии, если угол превышает 60
0
, то выполнен слабый критерий, а сильный нет. Наконец, 

если угол равен 180
0
, то выполнен сильный критерий тоже, а сферы равного радиуса 

касаются друг друга внешним образом. 

Пример 1. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположены горизонтально вдоль оси Ох, первая точка 

совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на отрезке длиной 10. Угол 

между отрезками OO1=R1 OO2=R2 составляет 90
0
, то есть выполняется слабый критерий, но 

не выполнен сильный критерий. Программа дает результат 

strong kriterij-not 

weak kriterii-yes 

Press any key to continue 

Пример 2. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположены вдоль высоты правильной равносторонней 

пирамиды, первая точка совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на 

отрезке длиной 10. Угол между отрезками OO1=R1 OO2=R2 равен 
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то есть, меньше 60
0 

, поэтому не выполняется слабый критерий и не выполнен сильный 

критерий. Изменена начальная часть программы  

for(i=0;i<=n1;i++) 

{x1[i]=0.0;y1[i]=double(i);z1[i]=0.0;} 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{x2[i]=double(i)*sqrt(2.0/3.0);y2[i]=x2[i];z2[i]=x2[i];} 

Программа дает результат 

strong kriterij-not 

weak kriterii-not 

Press any key to continue 

Пример 3. 6 точек первого множества расположены на оси Оу с интервалом 2  вверх по 

оси, первая точка совпадает с началом координат, точки расположены на отрезке длиной 10. 

Второе множество из 11 точек расположены противоположно оси Оу, первая точка 

совпадает с началом координат, остальные с интервалом 1 лежат на отрезке длиной 10. Угол 

между отрезками OO1=R1 OO2=R2 составляет 180
0
, то есть выполняется слабый критерий и 

выполнен сильный критерий. Изменена начальная часть программы  

for(i=0;i<=n1;i++) 
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{x1[i]=0.0;y1[i]=double(i);z1[i]=0.0;} 

for(i=0;i<=n2;i++) 

{x2[i]=0.0;y2[i]=-double(i);z2[i]=0.0;} 

Программа дает результат 

strong kriterii-yes 

weak kriterii-yes 

Press any key to continue 

 

Практическая  работа 6. Задача поиска главных направлений точечного множества на 

плоскости 

 

Пусть заданы координаты n точек на плоскости        )1(,1,, niyx ii   

 

Найдем координаты центра тяжести множества и координаты точек относительно 

центра тяжести niyx ii ,1,,   
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В работе [245] показано, что главные направления прямой, проходящей через центр 

тяжести точечного множества на плоскости под углом φ к оси абсцисс определяются 

формулами 
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Первое направление (угол φ1) определяет минимум суммы квадратов расстояний всех 

точек до выделенной прямой, а второй угол φ2 дает максимум суммы квадратов расстояний 

всех точек до прямой. 
Используя формулы (1), (2), (3), запишем код программы на языке С++ и приведем 

пример, тестирующий данную программу для самого неблагоприятного случая. 

#include "stdafx.h" 

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

const int n = 8; 

int main() { 

    double A,B,C,X[n + 1], Y[n + 1], pi,x0, y0; 

 double   x1[n + 1], y1[n + 1], alfa1, alfa2,  S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7; 

    int i; 

    X[1] = -2.0; Y[1] = 1.0+0.00000000000001; 

    X[2] = 0.0; Y[2] = 1.0; 

    X[3] = 2.0; Y[3] = 1.0; 

    X[4] = 2.0; Y[4] = 0.0; 

    X[5] = 2.0; Y[5] = -1.0; 

    X[6] = 0.0; Y[6] = -1.0; 

    X[7] = -2.0; Y[7] = -1.0; 

    X[8] = -2.0; Y[8] = 0.0; 

    S1 = 0.0; S2 = 0.0;pi=2.0*asin(1.0); 

    for (i = 1; i <= n; i++) { 

        S1 = S1+X[i]; 
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        S2 = S2+Y[i]; 

    } 

    x0 = S1 / double(n); 

    y0 = S2 / double(n); 

    for (i = 1; i <= n; i++) { 

        x1[i] = X[i] - x0; 

        y1[i] = Y[i] - y0; 

    } 

    S3 = 0.0; S4 = 0.0; S5=0.0;  

    for (i = 1; i <= n; i++) { 

        S3 = S3+x1[i] * x1[i]; 

        S4 = S4+x1[i] * y1[i]; 

  S5 = S5+y1[i] * y1[i]; 

    } 

    A = S3; 

    B = S4; 

 C=S5; 

    S5 = sqrt((A-C) * (A-C) + 4.0 * B * B); 

    S6 = ((A-C)+S5) / (2.0 * B); 

    S7 = ((A-C)-S5) / (2.0 * B); 

    alfa1 = atan(S6); 

    alfa2 = atan(S7); 

    printf("alfa1 = %.16lf\n", alfa1); 

    printf("alfa2 = %.16lf\n", alfa2); 

printf("pi/2 = %.16lf\n", pi/2.0); 

    return 0; 

} 

Замечание 1. Для симметричного расположения точек, например, для тестирующего 

примера 8 точек расположены центрально симметрично относительно центра масс 

множества (начала системы координат) коэффициент В в формуле (3) будет равен нулю. Так 

как точки расположены в вершинах прямоугольного прямоугольника со сторонами 

4×2(центр симметрии расположен в начале координат) и на пересечении сторон с осями 

координат. Чтобы исключить случай равенства нулю коэффициента В, к одной из координат 

8 точек добавлено малое положительное число 0.00000000000001, то есть симметричное 

множество точек сделаем чуть ассиметричным. Этого достаточно, чтобы вычислить любой 

угол по формуле (3) с четырнадцатью верными знаками. Для координат 8 точек приведенных 

в тексте программа дает результат 

alfa1 = -1.5707963267948954 

alfa2 = 0.0000000000000000 

pi/2 = 1.5707963267948966 

Press any key to continue 

 

Замечание 2. Вычислим явно сумму квадратов расстояний 8 указанных в программе 

точек до экстремальных прямых. Если прямая расположена горизонтально и проходит через 

начало координат, получим E1=6×1
2
=6. Если рассмотреть вертикальную прямую, имеем 

E2=6×2
2
=24. Поэтому в формуле (3) знак плюс перед радикалом соответствует 

максимальному значению функции ошибок E2, а знак минус в формуле (3) перед радикалом 

соответствует минимальному значению функции ошибок, то есть, E1. 

 

 

 

 



 27 

Глава 3. Несколько вариантов математического описания однослойной нейронной сети  

 

Лекция 2. Задача первая. Прямоугольная матрица плюс вектор весовых 

коэффициентов на входе нейронного монослоя. Практическая работа 7. 

Рассмотрим следующую математическую модель. Вектор входного сигнала 

представлен в двоичном коде и принимает всего два значения {1,-1} и имеет размерность n. 

Данное множество из двух чисел является аналогом множества остатков целых чисел по 

модулю два {1,0}. Вектор сигнала, принимаемый нейронами, имеет другую размерность m и 

равен  
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В формуле (2.1) njmiC ji ,1,,1,,   – прямоугольная  матрица весовых коэффициентов, 

mibi ,1,   – вектор  весовых коэффициентов. В пространстве размерности m×(n+1) 

изменением матрицы njmiC ji ,1,,1,,   и вектора mibi ,1,  проводится оптимизация задачи, 

то есть минимизируется функционал  ошибки. 

На выходе нейронов сигнал отличается от входного сигнала тем, что он обрабатывается 

функцией активации, которая является математической моделью отклика живого нейрона 

человеческого мозга на воздействие входного сигнала. Для простоты мы выбрали наиболее 

распространенную и универсальную, но модифицированную функцию “сигмоиды”: 
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y  - классическая функция сигмоиды 

В данной простой задаче после цикла оптимизации на выходе каждого нейрона 

выполняется отображение вектора iz на множество значений{1,-1} по правилу 
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В формуле (2.4) hopz  -  пороговое  значение, по умолчанию равно нулю. 

В данной и в остальных задачах используется модель обучения нейронной сети ” с 

учителем”. То есть, для  всех состояний
nN 2  входного сигнала вектор функции учителя

1,0,,1,  Nkmiz
k
i показывает каким должен быть безошибочным сигнал на выходе 

нейронной сети. 

Таким образом, классическая функция ошибок суммирует квадрат разности функции 

учителя и выходного сигнала для каждой компоненты выходного вектора и для каждого 

возможного вектора входного сигнала. В случае если число входных состояний сигнала 

меньше даже числа переменных весовых коэффициентов в задаче 1)+(nm2  nN , то 

нужно взять повторяющийся входной сигнал с числом состояний кратному основному

NppN n  ,2 . С учетом оптимизации функции ошибок итерационным методом 

градиентного спуска также кратно числу различных состояний
nN 2 входного сигнала 

приходится увеличивать число итераций процесса обучения нейронной сети. Запишем 

функцию ошибок 
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Обратим внимание на то, что функцию принятия решения по формуле (4) мы 

применяем один раз после того как по циклу численно решена задача поиска минимума 

функции ошибок (2.5) методом градиентного спуска. Внутри итерационного цикла 

переменная k
iz  меняется, оставаясь действительным числом, а в конце алгоритма каждое 

значение mizN
i ,1,1  скачком отображается в число -1 либо в 1. Для того чтобы величина 

градиента была достаточно большой и уменьшить число итераций в функции ошибок 

суммируются не квадраты невязок задачи, а четвертые степени невязок. 

Найдем компоненты градиента функции ошибок 
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Замечание 1. Именно благодаря тому, что в формуле (2.6) 
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тому, что во всех случаях выходной сигнал совпадает с функцией учителя. Иначе, если

,0jx  мы получим равенство нулю компоненты градиента даже в случае, когда выходной 

сигнал не совпадает со значением функции учителя в точке 0jx . То есть, имеем 

”фиктивные”, не настоящие точки локального минимума функции ошибок (2.5). 

Сравнение формул (2.5) и (2.6) показывает, что в формуле (2.6) нет суммирования по 

индексам i и частично по индексу j(в конце(2.6)), так как данные индексы содержит 

коэффициент jiC , . Аналогично получим производные 
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В итоге получим формулы для алгоритма градиентного спуска 
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В формулах (2.8) h – шаг градиентного спуска, а s – номер итерации. 

 

Используем формулы алгоритма (2.6), (2.7), (2.8) для программы на языке Fortran, 

выбор языка объясняется близким математическим написанием формул, как в тексте работы, 

так и в коде программы, кроме того, умножение матриц сводится к упрощенной записи 

C(:,:)=matmull(A(:,:),B(:,:)) и экономии числа вложенных циклов. 

program net 

use dfimsl 

use msimsl 



 29 

use msflib 

integer(8), parameter:: m=4,n=4,n1=15,n2=100 

integer(8)::i,j,k,p,xx,yy,x(n),teacher(n,0:n1) 

real(8)::cc1(m,n),cc2(m,n),b1(m),b2(m),y(m),x1,g,gg,gg1,porog,x2,s,s1,s2,s3,s4 

real(8)::h,e0,mas2(n,0:n1),teacher2(m,0:n1),mas(m,0:n1),z(m),eps,ec(m,n),eb(m) 

real(8) status2,xe,ye,m1(0:n1),m2(0:n1),m3(0:n1),res0(m,0:n1) 

type(windowconfig) wc 

data wc.numxpixels,wc.numypixels,wc.numtextcols, wc.numtextrows, wc.numcolors, 

wc.fontsize/6*-1/ 

g(x1)=1d0/(1d0+dexp(-x1)) 

gg(x1)=2d0/(1d0+dexp(-x1))-1d0 

gg1(x1)=2d0*g(x1)*(1d0-g(x1)) 

res=setwindowconfig(wc) 

res=getwindowconfig(wc) 

xe=wc.numxpixels 

ye=wc.numypixels 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

print*," one neiron net" 

h1=10d-1;h2=h1;porog=0d0 

print*,x1,g(x1),gg(x1),gg1(x1) 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=0d0;cc2(i,j)=0d0; 

enddo 

enddo 

do i=1,m 

b1(i)=0d0;b2(i)=0d0; 

enddo 

do k=0,n1 

xx=k; 

do i=1,n 

yy=mod(xx,2);x(i)=yy 

xx=(xx-yy)/2; 

teacher(i,k)=2*x(i)-1 

mas2(i,k)=dfloat(2*x(i)-1) 

enddo 

enddo 

 

do k=0,n1 

do i=1,m 

teacher2(i,k)=mas2(i,n1-int(k/1)) 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

do p=1,n2 

 

do k=0,n1 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 

do i1=1,m 

z(i1)=gg(y(i1)) 

mas(i1,k)=z(i1) 

enddo 
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enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,n 

s=0d0 

s2=0d0 

do k=0,n1 

x2=mas2(j,k) 

x1=mas(i,k) 

s=s+2d0*(4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(i,k))**3d0)*x2 

s2=s2+2d0*4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(i,k))**3d0 

enddo 

ec(i,j)=s 

enddo 

eb(i)=s2 

enddo 

 

do i=1,m 

b2(i)=b1(i)-h2*eb(i) 

enddo 

do i=1,m 

b1(i)=b2(i) 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc2(i,j)=cc1(i,j)-h1*ec(i,j) 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=cc2(i,j) 

enddo 

enddo 

 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!proverka 

do k=0,n1 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 

do i=1,m 

s=gg(y(i)) 

if(s<porog)then 

z(i)=-1d0 

elseif(s>=porog)then 

z(i)=1d0 

endif 

res0(i,k)=z(i) 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!funkcia oshibok 

eps=0d0;s1=0d0 
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do k=0,n1 

s=0d0 

do i=1,m 

s=s+(res0(i,k)-teacher2(i,k))**4d0 

s1=s1+s 

!print*,res(i,k),teacher2(i,k) 

enddo 

!print*,"s",s 

!pause 

if(s<=1d-1)then 

eps=eps 

elseif(s>1d-1)then 

eps=eps+1d0 

endif 

!pause 

enddo 

e0=s1 

print*,"e0=",e0,"eps=",eps 

pause 

do i=0,15 

m1(i)=dfloat(i) 

s1=0d0 

do j=1,m 

if(teacher2(j,i)<0d0)then 

s=0d0 

elseif(teacher2(j,i)>0d0)then 

s=1d0 

endif 

s1=s1+s*2d0**dfloat(j-1) 

enddo 

m2(i)=s1 

s3=0d0 

do j=1,m 

if(res0(j,i)<0d0)then 

s4=0d0 

elseif(res0(j,i)>0d0)then 

s4=1d0 

endif 

s3=s3+s4*2d0**dfloat(j-1) 

enddo 

m3(i)=s3 

enddo 

call axis1(m1) 

pause 

call axis2(m2) 

pause 

call axis3(m3) 

pause 

 

contains 

 

subroutine axis1(m1) 
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type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m1(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m1(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2(xe/10d0)-10,int2((ye-(dfloat(15*i+j)))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*xe/10d0+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis1 

 

subroutine axis2(m2) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m2(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m2(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/50)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/50+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis2 

 

subroutine axis3(m3) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i 

real(8)::status2,m3(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m3(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/5)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/5+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis3 

end 

 

Рассмотрим задачу преобразования цветности предмета, а также задачу сжатия 

информации о цветности. В данной задаче и в программе m=n=4,число итераций в цикле 

равно n2=100, номер цвета меняется от 0(черный цвет) до 15(белый цвет). Кроме того, 

первые цвета с номерами от 0 до 7 являются тусклыми, а от 8 до 15 яркими цветами. 

Рассмотрим формулу преобразования цветности 

)9.2(),mod(1)( 312 niNin 
 

1) Пример, в центральном столбце исходная последовательность цвета на 

входе нейронной сети, слева функция учителя с инверсией цвета, 

справа обученная нейронная сеть 
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Рис.1. Случай инверсии цветности iiin  15)1,mod(15)(2

 e0=  0.000000000000000E+000 eps=  0.000000000000000E+000- программа дает 

функцию ошибок и число неправильно обученных цветов равных нулю. 

2) Пример - задача о сжатии цвета в 2 раза: )2,mod(15)(2 iin   

 
Рис.2. Задача о сжатии цветности в 2 раза. e0=  0.000000000000000E+000 eps=  

0.000000000000000E+000- программа дает функцию ошибок и число неправильно 

обученных цветов равных нулю. 

3) Пример - задача о сжатии цвета в 3 раза: )3,mod(15)(2 iin   

 
Рис.3. Задача о сжатии цветности в 3 раза. e0=   224.000000000000      eps=   

4.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 224 и 4 неправильно 

обученных цвета. 

4) Пример - задача о сжатии цвета в 4 раза: )4,mod(15)(2 iin   

 
Рис.4. Задача о сжатии цветности в 4 раза. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

5) Пример - задача о сжатии цвета в 5 раз: )5,mod(15)(2 iin   
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Рис.5. Задача о сжатии цветности в 5 раз. e0=   256.000000000000      eps=   

4.00000000000000 - программа дает функцию ошибок равной 256 и 4 

неправильно обученных цвета. 

 

6) Пример - задача о сжатии цвета в 6 раз: )6,mod(15)(2 iin   

 

 
 

Рис.6. Задача о сжатии цветности в 6 раз. e0=   128.000000000000      eps=   

2.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 128 и 2 неправильно 

обученных цвета. 

7) Пример - задача о сжатии цвета в 7 раз: )7,mod(15)(2 iin   

 

 
Рис.7. Задача о сжатии цветности в 7 раз. e0=   256.000000000000      eps=   

4.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 256 и 4 неправильно 

обученных цвета. 

8) Пример - задача о сжатии цвета в 8 раз: )8,mod(15)(2 iin   

 
Рис.8. Задача о сжатии цветности в 8 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

9) Пример - задача о сжатии цвета в 9 раз: )9,mod(15)(2 iin   

 
Рис.9. Задача о сжатии цветности в 9 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

10) Пример - задача о сжатии цвета в 10 раз: )10,mod(15)(2 iin   
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Рис.10. Задача о сжатии цветности в 10 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

Замечание 2. Анализируя все случаи стопроцентного обучения нейронной сети 

можно сказать, что они реализуются, когда число состояний входного сигнала (16) 

делятся нацело на модуль (1,2,4,8), а также когда модуль больше 8. 

Замечание 3. Из всех случаев обучения нейронной моносети необходимо выбрать 

худший (75% обучения- 4 неправильных цвета из 16) и взвешенный процент 

обучения, вычисленный по формуле 
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Замечание 4. В случаях неправильного распознавания сетью цветов, как видно из 

рисунков 3, 5, 6, 7 цвета на функции учителя и неправильно обученные являются 

близкими или различаются на 2 позиции, как число пальцев на фотографии 

президента Нетаньяху (6 вместо 5), которую построила известная программа с 

нейросетью.  

 

 

Лекция 3. Задача вторая. Прямоугольная матрица плюс вектор весовых 

коэффициентов на входе и квадратная матрица  на выходе нейронного монослоя. 

Практическая работа 8. 

 

 

Рассмотрим следующую математическую модель. Вектор входного сигнала 

представлен в двоичном коде и принимает всего два значения {1,-1} и имеет размерность n. 

Данное множество из двух чисел является аналогом множества остатков целых чисел по 

модулю два {1,0}. Вектор сигнала, принимаемый нейронами, имеет другую размерность m и 

равен  
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В формуле (3.1) njmsC js ,1,,1,,   – прямоугольная  матрица весовых 

коэффициентов, msbs ,1,   – вектор  весовых коэффициентов. В пространстве размерности 

m×(n+1) изменением матрицы njmsC js ,1,,1,,   и вектора msbs ,1,  проводится 

оптимизация задачи, то есть минимизируется функционал  ошибки. 

На выходе нейронов сигнал отличается от входного сигнала тем, что он обрабатывается 

функцией активации, которая является математической моделью отклика живого нейрона 

человеческого мозга на воздействие входного сигнала. Для простоты мы выбрали наиболее 

распространенную и универсальную, но модифицированную функцию “сигмоиды”: 
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Где 
 

]1,0[
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1
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y
y  - классическая функция сигмоиды 

В конце численного решения данной задачи выполняется отображение вектора iz на 

множество значений{1,-1} по правилу 
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В формуле (3.4) hopz  -  пороговое  значение, по умолчанию равно нулю. 

В данной задаче используется модель обучения нейронной сети ” с учителем”. То есть, 

для  всех состояний
nN 2  входного сигнала вектор функции учителя 1,0,,1,  Nkmiz

k
i

показывает, каким должен быть безошибочным сигнал на выходе нейронной сети. 

Таким образом, функция ошибок суммирует четвертую степень разности функции 

учителя и выходного сигнала для каждой компоненты выходного вектора и для каждого 

возможного вектора входного сигнала. В случае если число входных состояний сигнала 

меньше даже числа переменных весовых коэффициентов в задаче 1)+(nm2  nN , то 

нужно взять повторяющийся входной сигнал с числом состояний кратному основному

NppN n  ,2 . С учетом оптимизации функции ошибок итерационным методом 

градиентного спуска также кратно числу различных состояний
nN 2 входного сигнала 

приходится увеличивать число итераций процесса обучения нейронной сети.  

На выходе нейронной сети умножим вектор обработанного сигнала на квадратную 

поворотную матрицу msiD si ,1,,,  , увеличивая число весовых переменных коэффициентов 

еще на m
2
 свободных переменных. Имеем 
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В итоге получим функцию ошибок 
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Обратим внимание на то, что функцию принятия решения по формуле (3.4) мы 

применяем один раз после того как по циклу численно решена задача поиска минимума 

функции ошибок (3.6) методом градиентного спуска. Внутри итерационного цикла 

переменная k
iz  меняется, оставаясь действительным числом, а в конце алгоритма каждое 

значение mizN
i ,1,1  скачком отображается в число -1 либо в 1. Для того чтобы величина 

градиента была достаточно большой и уменьшить число итераций в цикле алгоритма 

градиентного спуска суммируются не квадраты невязок задачи, а четвертые степени невязок. 

Найдем компоненты градиента функции ошибок 
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Замечание 3.1. Именно благодаря тому, что в формуле (3.7) 
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равносильно тому, что во всех случаях выходной сигнал совпадает с функцией учителя. 

Иначе, если ,0jx  мы получим равенство нулю компоненты градиента даже в случае, когда 

выходной сигнал не совпадает со значением функции учителя в точке 0jx . То есть, имеем 

”фиктивные”, не настоящие точки локального минимума функции ошибок (3.6). 

Аналогично получим 
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Сравнение формул (3.6) и (3.9) показывает, что в формуле (3.9) нет суммирования по 

индексам i и частично по индексу s (в конце(3.9)), так как данные индексы содержит 

коэффициент siD , .  

 

В итоге получим формулы для алгоритма градиентного спуска 
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В формулах (3.10) 21,hh  – 2 различных шага градиентного спуска, а l – номер итерации 

Замечание 3.2. Отметим, что в формулах градиентного спуска (3.10) два разных шага 21,hh , 

так как в классической многослойной нейронной сети минимизацию функции ошибок 

иногда проводят последовательно от слоя к слою нейронов, то есть оптимизируют только те 

весовые коэффициенты, от которых зависит только данный промежуток между слоями, а, 

следовательно, можно использовать различные шаги градиентного спуска до нейронов и 

после нейронов в модели мономерной нейронной сети. Практический анализ показывает 

диапазон связи шагов    10/3/ 112 hhh  . 

Замечание 3.3. Можно построить мягкую модифицированную сигмоиду последовательно 

применяя композицию двух сигмоид. 
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                              yyyyyyyyyyy   1141212
'''  

 

Используем формулы алгоритма (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) для программы на языке 

Fortran, выбор языка объясняется близким математическим написанием формул, как в тексте 

работы, так и в коде программы, кроме того, умножение матриц сводится к упрощенной 

записи C(:,:)=matmull(A(:,:),B(:,:)) и экономии числа вложенных циклов. Использование 

мягкой композиции 2 модифицированных сигмоид делает нечувствительными результаты 

работы программы, если в формуле градиента (3.8) заменить местами аргумент sy  и значение 

функции )( sy . 

! 2 storonnya mono sets,  z=g(g(x)) 2 matrici y=Cx+b z=Dg(y) 

program net 

use dfimsl 

use msimsl 

use msflib 

integer(8), parameter:: m=4,n=4,n1=15,n0=2, n2=176 !n2=(n1+1)*n0 

integer(8)::i,j,k,kk,p,xx,yy,x(n),teacher(n,0:n1) 

real(8)::cc1(m,n),cc2(m,n),b1(m),b2(m),y(m),x1,g,gg,gg1,porog,x2,s,s1,s2,s3,s4 

real(8)::h,e0,mas2(n,0:n1),teacher2(m,0:n1),mas(m,0:n1),z(m),eps,ec(m,n),eb(m) 

real(8):: status2,xe,ye,m1(0:n1),m2(0:n1),m3(0:n1),res0(m,0:n1),d1(m,m),d2(m,m),ed(m,m) 

real(8)::z1(m),mas0(m,0:n1),x0,z2(m),z3(m),gg0,gg2,gg3 

type(windowconfig) wc 

data wc.numxpixels,wc.numypixels,wc.numtextcols, wc.numtextrows, wc.numcolors, 

wc.fontsize/6*-1/ 

g(x1)=1d0/(1d0+dexp(-x1)) 

gg(x1)=2d0/(1d0+dexp(-x1))-1d0 

gg1(x1)=2d0*g(x1)*(1d0-g(x1)) 

gg0(x1)=gg(gg(x1)) 

gg2(x1)=gg1(gg(x1))*gg1(x1) 

gg3(x1)=2d0/(1d0+1d0/dexp(gg(x1)))-1d0 

res=setwindowconfig(wc) 

res=getwindowconfig(wc) 

xe=wc.numxpixels 

ye=wc.numypixels 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

print*," one neiron net" 

h1=8d-3;h2=h1/9d0;porog=0d0 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=0d0;cc2(i,j)=0d0; 

enddo 

enddo 

ed(:,:)=0d0; 

do i=1,m 

b1(i)=0d0;b2(i)=0d0; 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,m 

if(i==j)then 

d1(i,j)=1d0 

d2(i,j)=1d0 
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else 

d1(i,j)=0d0 

d2(i,j)=0d0 

endif 

enddo 

enddo 

do k=0,n1 

xx=k; 

do i=1,n 

yy=mod(xx,2);x(i)=yy 

xx=(xx-yy)/2; 

teacher(i,k)=2*x(i)-1 

mas2(i,k)=dfloat(2*x(i)-1) 

enddo 

enddo 

do k=0,n1 

do i=1,m 

teacher2(i,k)=mas2(i,n1-int(k/3)) 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

do p=1,n2 

 

do k=0,n1 

 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 

z1(:)=y(:) 

do i=1,n0 

do j=1,m 

z2(j)=gg(z1(j)) 

enddo 

z1(:)=z2(:) 

enddo 

z(:)=z1(:) 

do i1=1,m 

mas0(i1,k)=z(i1) 

enddo 

z1(:)=matmul(d1(:,:),z(:)) 

do i1=1,m 

mas(i1,k)=z1(i1) 

enddo 

enddo 

 

do kk=1,m 

do j=1,n 

s=0d0 

s2=0d0; 

do i=1,m 

do k=0,n1 

x2=mas2(j,k) 

x1=mas(i,k) 

s=s+d1(i,kk)*(4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(i,k))**3d0)*x2 
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s2=s2+d1(i,kk)*4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(i,k))**3d0 

enddo 

enddo 

ec(kk,j)=s 

!ec(kk,j)=s*dfloat(m) 

eb(kk)=s2 

!eb(kk)=s2*dfloat(m) 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

do kk=1,m 

s1=0d0 

do k=0,n1 

x1=mas(i,k) 

s1=s1+(4d0*(x1-teacher2(i,k))**3d0)*mas0(kk,k) 

enddo 

ed(i,kk)=s1 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

b2(i)=b1(i)-h1*eb(i) 

enddo 

do i=1,m 

b1(i)=b2(i) 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc2(i,j)=cc1(i,j)-h1*ec(i,j) 

enddo 

enddo 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=cc2(i,j) 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,m 

d2(i,j)=d1(i,j)-h2*ed(i,j) 

enddo 

enddo 

do i=1,m 

do j=1,m 

d1(i,j)=d2(i,j) 

enddo 

enddo 

enddo 

do k=0,n1 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 
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do i=1,m 

s=gg(y(i)) 

z(i)=s 

enddo 

 

z1(:)=matmul(d1(:,:),z(:)) 

 

do i=1,m 

if(z1(i)<porog)then 

z1(i)=-1d0 

elseif(z1(i)>=porog)then 

z1(i)=1d0 

endif 

res0(i,k)=z1(i) 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!funkcia oshibok 

eps=0d0;s1=0d0 

do k=0,n1 

s=0d0 

do i=1,m 

s=s+(res0(i,k)-teacher2(i,k))**4d0 

s1=s1+s 

enddo 

if(s<=1d-1)then 

eps=eps 

elseif(s>1d-1)then 

eps=eps+1d0 

endif 

enddo 

e0=s1 

print*,"e0=",e0,"eps=",eps 

do i=0,15 

m1(i)=dfloat(i) 

s1=0d0 

do j=1,m 

if(teacher2(j,i)<0d0)then 

s=0d0 

elseif(teacher2(j,i)>0d0)then 

s=1d0 

endif 

s1=s1+s*2d0**dfloat(j-1) 

enddo 

m2(i)=s1 

s3=0d0 

do j=1,m 

if(res0(j,i)<0d0)then 

s4=0d0 

elseif(res0(j,i)>0d0)then 

s4=1d0 

endif 

s3=s3+s4*2d0**dfloat(j-1) 
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enddo 

m3(i)=s3 

enddo 

call axis1(m1) 

pause 

call axis2(m2) 

pause 

call axis3(m3) 

pause 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

contains 

 

subroutine axis1(m1) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m1(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m1(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2(xe/10d0)-10,int2((ye-(dfloat(15*i+j)))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*xe/10d0+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis1 

 

subroutine axis2(m2) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m2(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m2(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/50)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/50+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis2 

 

subroutine axis3(m3) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i 

real(8)::status2,m3(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m3(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/5)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/5+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis3 

end 
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Для тестирования второй программы и сравнения результатов ее работы с результатами 

работы первой программы используем по-прежнему задачу преобразования цветности 

предмета, а также задачу сжатия информации о цветности. В программе m=n=4, число 

итераций в цикле равно n2=176(кратно 16, р=11), номер цвета меняется от 0(черный цвет) до 

15(белый цвет). Кроме того, первые цвета с номерами от 0 до 7 являются тусклыми, а от 8 до 

15 яркими цветами. Для функции активации использована формула (3.11) мягкой 

модифицированной сигмоиды. Рассмотрим формулу преобразования цветности 

)12.3(),mod(1)( 312 niNin 
 

1) Пример, в центральном столбце исходная последовательность цвета на 

входе нейронной сети, слева функция учителя с инверсией цвета, 

справа обученная нейронная сеть 

 

 
Рис.1. Случай инверсии цветности iiin  15)1,mod(15)(2

 e0=  0.000000000000000E+000 eps=  0.000000000000000E+000- программа дает 

функцию ошибок и число неправильно обученных цветов равных нулю. 

2) Пример - задача о сжатии цвета в 2 раза: )2,mod(15)(2 iin   

 
Рис.2. Задача о сжатии цветности в 2 раза. e0=  0.000000000000000E+000 eps=  

0.000000000000000E+000- программа дает функцию ошибок и число неправильно 

обученных цветов равных нулю. 

3) Пример- задача о сжатии цвета в 3 раза: )3,mod(15)(2 iin   

 

 
Рис.3. Задача о сжатии цветности в 3 раза. e0=   224.000000000000      eps=   

3.00000000000000 - программа дает функцию ошибок равной 224 и 3 неправильно 

обученных цвета. 

4) Пример - задача о сжатии цвета в 4 раза: )4,mod(15)(2 iin   
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Рис.4. Задача о сжатии цветности в 4 раза. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

5) Пример - задача о сжатии цвета в 5 раз: )5,mod(15)(2 iin   

 

 
 

Рис.5. Задача о сжатии цветности в 5 раз. e0=   192.000000000000      eps=   

3.00000000000000 - программа дает функцию ошибок равной 192 и 3 

неправильно обученных цвета. 

 

6) Пример - задача о сжатии цвета в 6 раз: )6,mod(15)(2 iin   

 

 

 
 

Рис.6. Задача о сжатии цветности в 6 раз. e0=   128.000000000000      eps=   

2.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 128 и 2 неправильно 

обученных цвета. 

7) Пример - задача о сжатии цвета в 7 раз: )7,mod(15)(2 iin   

 

 

 
Рис.7. Задача о сжатии цветности в 7 раз. e0=   128.000000000000      eps=   

2.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 128 и 2 неправильно 

обученных цвета. 

8) Пример - задача о сжатии цвета в 8 раз: )8,mod(15)(2 iin   
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Рис.8. Задача о сжатии цветности в 8 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

9) Пример - задача о сжатии цвета в 9 раз: )9,mod(15)(2 iin   

 
Рис.9. Задача о сжатии цветности в 9 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

10) Пример - задача о сжатии цвета в 10 раз: )10,mod(15)(2 iin   

 

 
Рис.10. Задача о сжатии цветности в 10 раз. e0=   0.000000000000      eps=   

0.00000000000000- программа дает функцию ошибок равной 0 и 0 неправильно 

обученных цвета. 

Замечание 4.2. Анализируя все случаи стопроцентного обучения нейронной сети 

можно сказать, что они реализуются, когда число состояний входного сигнала (16) 

делятся нацело на модуль (1,2,4,8), а также когда модуль больше 8. 

Замечание 5.2. Из всех случаев обучения нейронной моносети необходимо выбрать 

худший (13/16=81,25% обучения- 3 неправильных цвета из 16) и взвешенный 

процент обучения, вычисленный по формуле 
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Лекция 4. Задача третья. Прямоугольная матрица плюс вектор весовых 

коэффициентов на входе и квазиединичная квадратная матрица  на выходе нейронного 

монослоя. Практическая работа 9. 

 

 

Данная математическая модель существенно упрощает вторую задачу. Вектор входного 

сигнала представлен в двоичном коде и принимает всего два значения {1,-1} и имеет 

размерность n. Данное множество из двух чисел является аналогом множества остатков 

целых чисел по модулю два {1,0}. Вектор сигнала, принимаемый нейронами, имеет другую 

размерность m и равен  
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В формуле (4.1) njmsC js ,1,,1,,   – прямоугольная  матрица весовых 

коэффициентов, msbs ,1,   – вектор  весовых коэффициентов. В пространстве размерности 

m×(n+1) изменением матрицы njmsC js ,1,,1,,   и вектора msbs ,1,  проводится 

оптимизация задачи, то есть минимизируется функционал  ошибки. 

На выходе нейронов сигнал отличается от входного сигнала тем, что он обрабатывается 

функцией активации. Для простоты мы выбрали наиболее распространенную и 

универсальную, но модифицированную функцию “сигмоиды”: 
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Где 
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y
y  - классическая функция сигмоиды 

После численного решения задачи алгоритмом градиентного спуска выполняется 

отображение вектора iz на множество значений{1,-1} по правилу 
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В формуле (4.3) hopz  -  пороговое  значение, по умолчанию равно нулю. 

В данной задаче используется упрощенная модель обучения нейронной сети ” с 

учителем”. То есть, для  всех состояний
nN 2  входного сигнала вектор функции учителя

1,0,,1,  Nkmiz
k
i показывает, каким должен быть безошибочным сигнал на выходе 

нейронной сети. 

Таким образом, функция ошибок суммирует четвертую степень разности функции 

учителя и выходного сигнала для каждой компоненты выходного вектора и для каждого 

возможного вектора входного сигнала. В случае если число входных состояний сигнала 

меньше даже числа переменных весовых коэффициентов в задаче 1)+(nm2  nN , то 

нужно взять повторяющийся входной сигнал с числом состояний кратному основному

NppN n  ,2 . С учетом оптимизации функции ошибок итерационным методом 

градиентного спуска также кратно числу различных состояний
nN 2 входного сигнала 

приходится увеличивать число итераций процесса обучения нейронной сети.  

На выходе нейронной сети умножим вектор обработанного сигнала на квадратную 

поворотную матрицу msiD si ,1,,,  , увеличивая число весовых переменных коэффициентов 

еще на m
2
 свободных переменных. сначала  sisiD sisi  0,1,,   
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В итоге получим функцию ошибок 
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Для того чтобы величина градиента была достаточно большой и уменьшить число 

итераций в цикле алгоритма градиентного спуска суммируются не квадраты невязок задачи, 

а четвертые степени невязок. 
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Найдем компоненты градиента функции ошибок 
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Аналогично получим 
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В формулах (4.6) , (4.7), (4.8)  нет суммирования по индексам i, так как в (4.6) , (4.7) 

выражение под знаком суммы не зависит от i, а в (4.8)  данные индексы i, s содержит 

коэффициент siD , .  

 

В итоге получим формулы для алгоритма градиентного спуска 
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В формулах (4.9) 21,hh  – 2 различных шага градиентного спуска, а l – номер итерации 

Замечание 4.1. Отметим, что в формулах градиентного спуска (4.9) два разных шага 21,hh , 

так как в классической многослойной нейронной сети минимизацию функции ошибок 

иногда проводят последовательно от слоя к слою нейронов, то есть оптимизируют только те 

весовые коэффициенты, от которых зависит только данный промежуток между слоями, а, 

следовательно, можно использовать различные шаги градиентного спуска до нейронов и 

после нейронов в модели мономерной нейронной сети. Практический анализ показывает 

диапазон связи шагов    10/3/ 112 hhh  . 

Используем формулы алгоритма (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.5) для программы на языке 

Fortran, выбор языка объясняется близким математическим написанием формул, как в тексте 

работы, так и в коде программы, кроме того, умножение матриц сводится к упрощенной 

записи C(:,:)=matmull(A(:,:),B(:,:)) и экономии числа вложенных циклов. Использование 

мягкой композиции 2 модифицированных сигмоид делает нечувствительными результаты 

работы программы, если в формуле градиента (4.7) заменить местами аргумент sy  и значение 

функции )( sy . 
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! 2 storonnya mono sets,  z=g(g(x)) 

program net 

use dfimsl 

use msimsl 

use msflib 

integer(8), parameter:: m=4,n=4,n1=15,n0=2, n2=96 !n2=(n1+1)*n0 

integer(8)::i,j,k,kk,p,xx,yy,x(n),teacher(n,0:n1) 

real(8)::cc1(m,n),cc2(m,n),b1(m),b2(m),y(m),x1,g,gg,gg1,porog,x2,s,s1,s2,s3,s4 

real(8)::h,e0,mas2(n,0:n1),teacher2(m,0:n1),mas(m,0:n1),z(m),eps,ec(m,n),eb(m) 

real(8):: status2,xe,ye,m1(0:n1),m2(0:n1),m3(0:n1),res0(m,0:n1),d1(m,m),d2(m,m),ed(m,m) 

real(8)::z1(m),mas0(m,0:n1),x0,z2(m),z3(m),gg0,gg2,gg3 

type(windowconfig) wc 

data wc.numxpixels,wc.numypixels,wc.numtextcols, wc.numtextrows, wc.numcolors, 

wc.fontsize/6*-1/ 

g(x1)=1d0/(1d0+dexp(-x1)) 

gg(x1)=2d0/(1d0+dexp(-x1))-1d0 

gg1(x1)=2d0*g(x1)*(1d0-g(x1)) 

gg0(x1)=gg(gg(x1)) 

gg2(x1)=gg1(gg(x1))*gg1(x1) 

gg3(x1)=2d0/(1d0+1d0/dexp(gg(x1)))-1d0 

res=setwindowconfig(wc) 

res=getwindowconfig(wc) 

xe=wc.numxpixels 

ye=wc.numypixels 

h1=5d-3;h2=h1/3d0;porog=0d0 

print*,x1,g(x1),gg(x1),gg1(x1) 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=0d0;cc2(i,j)=0d0; 

enddo 

enddo 

ed(:,:)=0d0; 

do i=1,m 

b1(i)=0d0;b2(i)=0d0; 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,m 

if(i==j)then 

d1(i,j)=1d0 

d2(i,j)=1d0 

else 

d1(i,j)=0d0 

d2(i,j)=0d0 

endif 

enddo 

enddo 

 

do k=0,n1 

xx=k; 

do i=1,n 

yy=mod(xx,2);x(i)=yy 
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xx=(xx-yy)/2; 

teacher(i,k)=2*x(i)-1 

mas2(i,k)=dfloat(2*x(i)-1) 

enddo 

enddo 

 

do k=0,n1 

do i=1,m 

teacher2(i,k)=mas2(i,n1-int(k/3)) 

enddo 

enddo 

 

do p=1,n2 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 

do k=0,n1 

 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 

z1(:)=y(:) 

do i=1,n0 

do j=1,m 

z2(j)=gg(z1(j)) 

enddo 

z1(:)=z2(:) 

enddo 

z(:)=z1(:) 

do i1=1,m 

mas0(i1,k)=z(i1) 

enddo 

z1(:)=matmul(d1(:,:),z(:)) 

do i1=1,m 

mas(i1,k)=z1(i1) 

enddo 

enddo 

 

do kk=1,m 

do j=1,n 

s=0d0 

s2=0d0; 

!do i=1,m 

do k=0,n1 

x2=mas2(j,k) 

x1=mas(kk,k) 

s=s+(4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(kk,k))**3d0)*x2 

s2=s2+4d0*gg1(x1)*(x1-teacher2(kk,k))**3d0 

enddo 

ec(kk,j)=s*dfloat(m) 

eb(kk)=s2*dfloat(m) 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

do kk=1,m 
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s1=0d0 

do k=0,n1 

x1=mas(i,k) 

s1=s1+(4d0*(x1-teacher2(i,k))**3d0)*mas0(kk,k) 

enddo 

ed(i,kk)=s1 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

b2(i)=b1(i)-h1*eb(i) 

enddo 

do i=1,m 

b1(i)=b2(i) 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc2(i,j)=cc1(i,j)-h1*ec(i,j) 

enddo 

enddo 

do i=1,m 

do j=1,n 

cc1(i,j)=cc2(i,j) 

enddo 

enddo 

 

do i=1,m 

do j=1,m 

d2(i,j)=d1(i,j)-h2*ed(i,j) 

enddo 

enddo 

do i=1,m 

do j=1,m 

d1(i,j)=d2(i,j) 

enddo 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!proverka 

do k=0,n1 

y(:)=matmul(cc1(:,:),mas2(:,k))+b1(:) 

do i=1,m 

s=gg(y(i)) 

z(i)=s 

enddo 

 

z1(:)=matmul(d1(:,:),z(:)) 

do i=1,m 

if(z1(i)<porog)then 

z1(i)=-1d0 

elseif(z1(i)>=porog)then 

z1(i)=1d0 
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endif 

res0(i,k)=z1(i) 

enddo 

enddo 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!funkcia oshibok 

eps=0d0;s1=0d0 

do k=0,n1 

s=0d0 

do i=1,m 

s=s+(res0(i,k)-teacher2(i,k))**4d0 

s1=s1+s 

enddo 

if(s<=1d-1)then 

eps=eps 

elseif(s>1d-1)then 

eps=eps+1d0 

endif 

!pause 

enddo 

e0=s1 

print*,"e0=",e0,"eps=",eps 

pause 

do i=0,15 

m1(i)=dfloat(i) 

s1=0d0 

do j=1,m 

if(teacher2(j,i)<0d0)then 

s=0d0 

elseif(teacher2(j,i)>0d0)then 

s=1d0 

endif 

s1=s1+s*2d0**dfloat(j-1) 

enddo 

m2(i)=s1 

s3=0d0 

do j=1,m 

if(res0(j,i)<0d0)then 

s4=0d0 

elseif(res0(j,i)>0d0)then 

s4=1d0 

endif 

s3=s3+s4*2d0**dfloat(j-1) 

enddo 

m3(i)=s3 

enddo 

call axis1(m1) 

pause 

call axis2(m2) 

pause 

call axis3(m3) 

pause 

contains 
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subroutine axis1(m1) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m1(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m1(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2(xe/10d0)-10,int2((ye-(dfloat(15*i+j)))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*xe/10d0+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis1 

 

subroutine axis2(m2) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i,j 

real(8)::status2,m2(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m2(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/50)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/50+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis2 

 

subroutine axis3(m3) 

type(xycoord) xy 

integer(8)::i 

real(8)::status2,m3(0:n1) 

do i=0,n1 

status2=setcolor(m3(i)+0_8) 

do j=0,10 

call moveto(int2((xe)/5)-10,int2((ye-dfloat(15*i+j))/2),xy) 

status2=lineto(1_1*(xe)/5+10_1,(ye-dfloat(15*i+j))/2_2) 

enddo 

enddo 

end subroutine axis3 

end 

Для тестирования третьей программы и сравнения результатов ее работы с 

результатами работ первой и второй программ используем по-прежнему задачу 

преобразования цветности предмета, а также задачу сжатия информации о цветности. В 

программе m=n=4, число итераций в цикле равно n2=176(кратно 16, р=11), номер цвета 

меняется от 0(черный цвет) до 15(белый цвет). Кроме того, первые цвета с номерами от 0 до 

7 являются тусклыми, а от 8 до 15 яркими цветами. Для функции активации использована 

формула (11.2) мягкой модифицированной сигмоиды. Рассмотрим формулу преобразования 

цветности 

)10.4(),mod(1)( 312 niNin 
 

Все 16 примеров из задачи 3 повторяют рисунки и результаты из задачи 2 и поэтому 

здесь не приводятся, однако в программе для вычисления компонентов градиента по 

формулам (4.6), (4.7) используют на 1 цикл меньше, что ускоряет работу программы. 
 



 53 

 

Глава 4. Дискретное преобразование Фурье. 

 

Лекция 5. Одномерное дискретное преобразование Фурье.  
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Таким образом, мы получили формулу, которая носит название обратного 

преобразования Фурье 
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Левую и правую части формулы (5.1) умножим скалярно на множитель
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Последнее выражение просуммируем по индексу n, имеем 
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Отдельно найдем сумму ряда  
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В итоге получим 
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Формула (5.3) носит название прямого дискретного преобразование Фурье. Однако 

можно встретить более удобные на практике группы формул дискретного преобразования 

Фурье. 
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Обратим внимание, что пары формул (5.1), (5.3), а также (5.4),(5.5) отличаются только 

множителями перед суммами, но композиция прямого и обратного преобразований дает 

один общий множитель 
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Практическая  работа  10. Одномерное дискретное преобразование Фурье 

 

 

Воспользуемся формулами (5.4) дискретного преобразования Фурье.  
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Формула (5.4) может использовать как действительный временной набор данных, так и 

комплексный вектор 1,0,  Nnxn . Если nx  действительный вектор, то из формулы (5.4) 

получим 
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То есть спектральные коэффициенты прямого преобразования (спектр) получим исходя 

из формулы(5.6) 
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Используя формулы обратного дискретного преобразования Фурье (5.4), получим 

формулы для коэффициентов 
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(5.8) 

 

В итоге, коэффициенты прямого дискретного преобразования Фурье в программе 

запишем по формулам (5.7), а коэффициенты обратного дискретного преобразования Фурье 

программируем по формулам (5.8).  

 

 

Опишем алгоритм работы программы на языке C++. Все функции и аргументы в 

программе имеют двойную точность. 

Пример 1. Исходная функция   10,1,0,2,0,/)(,sin  NNibaNabhihxi 

является нечетной 

//furie not chetnih function 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const N=10; 

int main() 

{int i,n,k; 

double data[N+1],a[N+1],b[N+1],c[N+1],d[N+1]; 

double h,pi,s,s1; 

pi=2.0*asin(1.0); h=(2.0*pi/double(N)); 

//direct conversion Furie 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 data[i]=sin(double(i)*h); 

} 

for(k=0;k<=N-1;k++) 

{ s=0.0;s1=0.0; 

for(n=0;n<=N-1;n++) 

{ 

s=s+data[n]*cos(h*double(k*n));s1=s1-data[n]*sin(h*double(k*n)); 

} 

a[k]=s; b[k]=s1; 

} 

//inverse conversion Furie 

for(n=0;n<=N-1;n++) 

{ s=0.0;s1=0.0; 

for(k=0;k<=N-1;k++) 

{ 
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s=s+a[k]*cos(h*double(k*n))-b[k]* sin(h*double(k*n)); 

s1=s1+a[k]*sin(h*double(k*n))+b[k]* cos(h*double(k*n)) ; 

  } 

c[n]=s/double(N);//d[n]=s1/double(N); 

} 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 printf(“%.16lf %.16lf %.16lf\n”,data[i],c[i]); 

} 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 printf(“%.16lf %.16lf \n”,a[i],b[i]); 

}} 

Таблица 5.1. Исходный массив функции 

  10,1,0,2,0,/)(,sin  NNibaNabhihxi   записан в первом столбце, во втором 

и в третьем столбцах таблицы значения коэффициента 1,0,  Nndс nn , то есть, после 

композиции прямого и обратного дискретных преобразований Фурье.  

 

 ihxi sin  nc (5.8) nd (5.8) 

0.0000000000000000 -0.0000000000000009 0.0000000000000000 

0.5877852522924731 0.5877852522924730 0.0000000000000000 

0.9510565162951535 0.9510565162951536 0.0000000000000000 

0.9510565162951536 0.9510565162951536 0.0000000000000000 

0.5877852522924733 0.5877852522924736 0.0000000000000000 

0.0000000000000001 0.0000000000000005 0.0000000000000000 

-0.5877852522924730 -0.5877852522924731 0.0000000000000000 

-0.9510565162951535 -0.9510565162951543 0.0000000000000000 

-0.9510565162951536 -0.9510565162951536 0.0000000000000000 

-0.5877852522924734 -0.5877852522924749 0.0000000000000000 

  

Таблица 5.2. Спектр для нечетной функции  ihxi sin , прямое дискретное преобразование 

Фурье.  

 

1,0,  NkAk  1,0,  NkBk  

0.0000000000000000 0.0000000000000000 

0.0000000000000001 -5.0000000000000009 

0.0000000000000003 0.0000000000000001 

0.0000000000000002 0.0000000000000000 

0.0000000000000001 0.0000000000000001 

0.0000000000000001 0.0000000000000002 

0.0000000000000001 0.0000000000000003 

-0.0000000000000017 0.0000000000000012 

0.0000000000000002 0.0000000000000013 

-0.0000000000000080 5.0000000000000018 

 

Анализируя таблицы 5.1 и 5.2 видим, что для нечетной функции  ihxi sin  спектр 

является мнимым, действительная компонента спектра отсутствует, а после композиции 



 57 

преобразований коэффициент 1,0,  Niсi совпадает с исходным временным вектором 

функции ix с двойной точностью, мнимая часть сигнала nd равна нулю. 

Пример 2. Исходная функция   10,1,0,2,0,/)(,cos  NNibaNabhihxi 

является четной 

//furie chetnih function 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const N=10; 

int main() 

{int i,n,k; 

double data[N+1],a[N+1],b[N+1],c[N+1],d[N+1]; 

double h,pi,s,s1; 

pi=2.0*asin(1.0); h=(2.0*pi/double(N)); 

//direct conversion Furie 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 data[i]=cos(double(i)*h); 

} 

for(k=0;k<=N-1;k++) 

{ s=0.0;s1=0.0; 

for(n=0;n<=N-1;n++) 

{ 

s=s+data[n]*cos(h*double(k*n));s1=s1-data[n]*sin(h*double(k*n)); 

} 

a[k]=s; b[k]=s1; 

} 

//inverse conversion Furie 

for(n=0;n<=N-1;n++) 

{ s=0.0;s1=0.0; 

for(k=0;k<=N-1;k++) 

{ 

s=s+a[k]*cos(h*double(k*n))-b[k]* sin(h*double(k*n)); 

s1=s1+a[k]*sin(h*double(k*n))+b[k]* cos(h*double(k*n)) ; 

  } 

c[n]=s/double(N);//d[n]=s1/double(N); 

} 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 printf(“%.16lf %.16lf %.16lf\n”,data[i],c[i]); 

} 

printf(“**********************************\n”); 

for(i=0;i<=N-1;i++) 

{ 

 printf(“%.16lf %.16lf \n”,a[i],b[i]); 

}} 

Таблица 5.3. Исходный массив функции 

  10,1,0,2,0,/)(,cos  NNibaNabhihxi   записан в первом столбце, во втором 

столбце таблицы значения коэффициента 1,0,  Nnсn , то есть после композиции прямого и 

обратного дискретных преобразований Фурье.  
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 ihxi cos  nc (5.8) nd (5.8) 

1.0000000000000000 1.0000000000000004 0.0000000000000000 

0.8090169943749475 0.8090169943749471 0.0000000000000000 

0.3090169943749475 0.3090169943749470 0.0000000000000000 

-0.3090169943749473 -0.3090169943749472 0.0000000000000000 

-0.8090169943749473 -0.8090169943749472 0.0000000000000000 

-1.0000000000000000 -1.0000000000000000 0.0000000000000000 

-0.8090169943749476 -0.8090169943749471 0.0000000000000000 

-0.3090169943749476 -0.3090169943749453 0.0000000000000000 

0.3090169943749472 0.3090169943749473 0.0000000000000000 

0.8090169943749473 0.8090169943749468 0.0000000000000000 

  

Таблица 5.2. Спектр для четной функции  ihxi cos , прямое дискретное преобразование 

Фурье.  

 

1,0,  NkAk  1,0,  NkBk  

-0.0000000000000006 0.0000000000000000 

5.0000000000000000 0.0000000000000000 

-0.0000000000000003 0.0000000000000000 

-0.0000000000000003 -0.0000000000000006 

-0.0000000000000002 -0.0000000000000004 

-0.0000000000000001 -0.0000000000000006 

0.0000000000000002           -0.0000000000000007 

0.0000000000000035 -0.0000000000000017 

0.0000000000000021 -0.0000000000000010 

4.9999999999999982 0.0000000000000029 

 

Анализируя таблицы 5.3 и 5.4 видим, что для четной функции  ihxi cos  спектр 

является действительным, мнимая компонента спектра отсутствует, а после композиции 

преобразований коэффициент 1,0,  Niсi совпадает с исходным временным вектором 

функции ix с двойной точностью, мнимая часть сигнала nd
 
равна нулю. 

Кроме того частотный спектр простого сигнала, мнимый или действительный

1,0,,  NkBA kk выражен в небольшом числе ненулевых амплитуд (для основной частоты, 

остальные частоты кратны основной). Это дает хороший способ для сравнения различных 

сигналов по их частотному спектру. 
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Лекция 6. Двухмерное и трехмерное дискретное преобразование Фурье.  

 

Рассмотрим прямое и обратное дискретное преобразование Фурье для двух не 

связанных дискретных функций 1,0,1,0,, 21
21  NmNnxx mn  
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Перемножим левые и правые части прямого и обратного преобразования Фурье в 

формулах (6.1), введем следующие обозначения произведения дискретных функций и их 

образов Фурье 1,0,1,0,,1,0,1,0, 2211,21
21

, 2121
 NkNkXXXNmNnxxx kkkkmnmn , 

получим двухмерное преобразование Фурье (6.2) 
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Запишем также формулы прямого и обратного дискретного преобразования  Фурье в 

симметричном виде. 
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Отметим, что условие мультипликативности в общем случае могут не выполняться

1,0,1,0,,1,0,1,0,, 2211,21
21

, 2121
 NkNkXXXNmNnxxx kkkkmnmn ,  

однако формулы общего вида двухмерного дискретного преобразования Фурье по-

прежнему  совпадают с формулами (6.2), (6.3). 

 

Для трехмерного преобразования Фурье требуется рассмотрение прямого и обратного 

дискретного Фурье для трех не связанных дискретных функций
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Перемножим левые и правые части прямого и обратного преобразования Фурье в 

формулах (6.4), введем следующие обозначения произведения дискретных функций и их 

образов Фурье
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 NkNkNkXXXXNsNmNnxxxx kkkkkksmnsmn

, получим трехмерное преобразование Фурье (6.5) 
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Запишем также формулы прямого и обратного дискретного преобразования  Фурье в 

симметричном виде. 
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Отметим, что условие мультипликативности в общем случае могут не выполняться, 

однако 

1,0,1,0,1,0,,1,0,1,0,1,0, 332211,,321
321

,, 321321
 NkNkNkXXXXNsNmNnxxxx kkkkkksmnsmn  

формулы общего вида трехмерного дискретного преобразования Фурье по-прежнему  

совпадают с формулами (6.5), (6.6). 

  

 

Практическая  работа  11. Двухмерное дискретное преобразование Фурье 

 

 

Воспользуемся формулами (6.2) двухмерного дискретного преобразования Фурье.  
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Формула (6.2) может использовать как действительный временной набор данных, так и 

комплексный вектор 1,0,1,0, 21,  NmNnx mn . Если mnx ,  действительный вектор, то из 

формулы (6.2) получим 
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1,0,1,0, 2211,, 2121
 NkNkiBA kkkk  (6.7) 
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То есть спектральные коэффициенты прямого преобразования (спектр) получим исходя 

из формулы (6.7)
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Используя формулы обратного дискретного преобразования Фурье, получим формулы 

для коэффициентов 

 

   




























 1,1

0,0

2

,,

21

1,1

0,0

2

,

21

,,,

21

21

2

2

1

1

2121

21

21

2

2

1

1

21

11 NN

kk

N

mk

N

nk
i

kkkk

NN

kk

N

mk

N

nk
i

kkmnmnmn eiBA
NN

eX
NN

idcx


 

 






































1,1

0,0 2

2

1

1

2

2

1

1
,,

21

21

21

2121
2sin2cos

1 NN

kk
kkkk

N

mk

N

nk
i

N

mk

N

nk
iBA

NN
  

)9.6(

1,0,1,0,2cos2sin
1

1,0,1,0,2sin2cos
1

1,1

0,0
2211

2

2

1

1
,

2

2

1

1
,

21

,

1,1

0,0
2211

2

2

1

1
,

2

2

1

1
,

21

,

21

21

2121

21

21

2121







































































NN

kk
kkkkmn

NN

kk
kkkkmn

NkNk
N

mk

N

nk
B

N

mk

N

nk
A

NN
d

NkNk
N

mk

N

nk
B

N

mk

N

nk
A

NN
c





 

 

В итоге, коэффициенты прямого дискретного преобразования Фурье в программе 

запишем по формулам (6.8), а коэффициенты обратного дискретного преобразования Фурье 

программируем по формулам (6.9).  

 

Опишем алгоритм работы программы на языке C++. Все функции и аргументы в 

программе имеют двойную точность. 

Пример 1.  

Исходная функция является четной относительно аргумента 2211 nw+nw
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Двухмерное преобразование Фурье (программа компилировалась в среде Visual Studio) 

#include "stdafx.h" 

#include <stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n11=5, n22=5; 

int main() 

{ int i,j,k1,n1,k2,n2; 

double f[n11][n22], F[n11][n22],w1, w2, pi,ff[n11][n22],a[n11][n22] ; 

double b[n11][n22],s1,s2,s3,s4,c[n11][n22],d[n11][n22]  ; 

pi=2.0*asin(1.0);  

printf("pi=%.16lf sin=%.16lf\n",2.0*pi,sin(pi)); 

w1=2.0*pi/double(n11); 

w2=2.0*pi/double(n22); 

printf("%.16lf %.16lf \n",exp(-w1),exp(-w2)); 
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for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

{ 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

 f[n1][n2]=cos(w1*n1+w2*n2);  

printf(" f(%d %d)=%.16lf\n ",n1,n2, f[n1][n2]); 

}} 

//pryamoe 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

{ 

s1=0.0; s2=0.0; 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

s1=s1+f[n1][n2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2);s2=s2-f[n1][n2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2); 

} 

 a[k1][k2]=s1; b[k1][k2]=s2; 

printf(" a(%d %d)=%.16lf\n ",k1,k2,a[k1][k2]); printf(" b(%d %d)=%.16lf\n ",k1,k2,b[k1][k2]); 

} 

//obratnoe 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

s1=0.0; s2=0.0; 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

{ 

s1=s1+a[k1][k2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2)-b[k1][k2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2); 

s2=s2+ b[k1][k2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2)+a[k1][k2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2)  ; 

} 

 ff[n1][n2]=s1/double(n11*n22); 

printf(" ff(%d %d)=%.16lf mas=%.16lf\n ",n1,n2,ff[n1][n2],f[n1][n2]); 

}  

 return 0; 
} 

Таблица 6.1. Спектр для четной функции 

5,1,0,5,1,0,2,0,/)(,)nw+ncos(w 22222111111112211, 21
 nnnnnnbanabhx nn 

 

1,0,2,0,/)( 222112  nndcncdh  прямое дискретное преобразование Фурье.  

 

21,kk  
21,kkA  (6.8) 

21 ,kkB  (6.8) 

0,0 -0.0000000000000002 0.0000000000000000 

0,1 -0.0000000000000000 0.0000000000000003 

0,2 -0.0000000000000001 0.0000000000000000 

0,3 0.0000000000000001 0.0000000000000000 

0,4 -0.0000000000000009 0.0000000000000003 

1,0 -0.0000000000000005 0.0000000000000004 

1,1 12.5000000000000000 -0.0000000000000003 

1,2 -0.0000000000000003 0.0000000000000001 

1,3 -0.0000000000000002 -0.0000000000000006 

1,4 -0.0000000000000003 -0.0000000000000017 

2,0 -0.0000000000000001 0.0000000000000001 

2,1 0.0000000000000003 -0.0000000000000002 

2,2 -0.0000000000000001 0.0000000000000001 
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2,3 0.0000000000000002 -0.0000000000000001 

2,4 -0.0000000000000005 -0.0000000000000008 

3,0 -0.0000000000000001 -0.0000000000000005 

3,1 -0.0000000000000002 -0.0000000000000004 

3,2 0.0000000000000000 0.0000000000000000 

3,3 0.0000000000000001 -0.0000000000000001 

3,4 0.0000000000000017 -0.0000000000000003 

4,0 -0.0000000000000008 -0.0000000000000002 

4,1 0.0000000000000001 -0.0000000000000016 

4,2 0.0000000000000004 -0.0000000000000007 

4,3 0.0000000000000020 -0.0000000000000012 

4,4 12.5000000000000020 0.0000000000000127 

  

Таблица 6.2. Исходный массив функции 

5,1,0,5,1,0,)nw+ncos(w 22222111112211, 21
 nnnnnnx nn  записан во втором столбце, в 

третьем столбце таблицы значения коэффициента 

5,1,0,5,1,0, 2222211111, 21
 nnnnnnc nn , то есть после композиции прямого и 

обратного дискретных преобразований Фурье.  

 

   

21,nn  
21 ,nnx   

21 ,nnc  (6.9) 

0,0 1.0000000000000000 1.0000000000000002 

0,1 0.3090169943749475 0.3090169943749477 

0,2 -0.8090169943749473 -0.8090169943749472 

0,3 -0.8090169943749476 -0.8090169943749479 

0,4 0.3090169943749472 0.3090169943749472 

1,0 0.3090169943749475 0.3090169943749477 

1,1 -0.8090169943749473 -0.8090169943749476 

1,2 -0.8090169943749476 -0.8090169943749476 

1,3 0.3090169943749472 0.3090169943749472 

1,4 1.0000000000000000 1.0000000000000000 

2,0 -0.8090169943749473 -0.8090169943749475 

2,1 -0.8090169943749476 -0.8090169943749476 

2,2 0.3090169943749472 0.3090169943749472 

2,3 1.0000000000000000 1.0000000000000000 

2,4 0.3090169943749477 0.3090169943749476 

3,0 -0.8090169943749476 -0.8090169943749477 

3,1 0.3090169943749472 0.3090169943749472 

3,2 1.0000000000000000 1.0000000000000000 

3,3 0.3090169943749477 0.3090169943749477 

3,4 -0.8090169943749472 -0.8090169943749476 

4,0 0.3090169943749472 0.3090169943749472 

4,1 1.0000000000000000 1.0000000000000000 

4,2 0.3090169943749477 0.3090169943749477 

4,3 -0.8090169943749472 -0.8090169943749476 

4,4 -0.8090169943749477 -0.8090169943749476 

    

Анализируя таблицы 6.1 и 6.2 видим, что для четной функции

5,1,0,5,1,0,/)(,)nw+ncos(w 22222111111112211, 21
 nnnnnnnabhx nn  спектр 
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является действительным, мнимая компонента спектра отсутствует, а после композиции 

преобразований коэффициент 
21 ,nnc совпадает с исходным временным вектором функции

21 ,nnx с двойной точностью, мнимая часть сигнала 
21 ,nnd равна нулю. 

Пример 2.  
Двухмерное преобразование Фурье (программа компилировалась в среде Visual Studio) 

#include "stdafx.h" 

#include <stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n11=5, n22=5; 

int main() 

{ int i,j,k1,n1,k2,n2; 

double f[n11][n22], F[n11][n22],w1, w2, pi,ff[n11][n22],a[n11][n22] ; 

double b[n11][n22],s1,s2,s3,s4,c[n11][n22],d[n11][n22]  ; 

pi=2.0*asin(1.0);  

printf("pi=%.16lf sin=%.16lf\n",2.0*pi,sin(pi)); 

w1=2.0*pi/double(n11); 

w2=2.0*pi/double(n22); 

printf("%.16lf %.16lf \n",exp(-w1),exp(-w2)); 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

{ 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

 f[n1][n2]= sin(w1*n1)*cos(w2*n2);  

printf(" f(%d %d)=%.16lf\n ",n1,n2, f[n1][n2]); 

}} 

//pryamoe 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

{ 

s1=0.0; s2=0.0; 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

s1=s1+f[n1][n2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2);s2=s2-f[n1][n2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2); 

} 

 a[k1][k2]=s1; b[k1][k2]=s2; 

printf(" a(%d %d)=%.16lf\n ",k1,k2,a[k1][k2]); printf(" b(%d %d)=%.16lf\n ",k1,k2,b[k1][k2]); 

} 

//obratnoe 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

{ 

s1=0.0; s2=0.0; 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

{ 

s1=s1+a[k1][k2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2)-b[k1][k2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2); 

s2=s2+ b[k1][k2]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2)+a[k1][k2]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2)  ; 

} 

 ff[n1][n2]=s1/double(n11*n22); 

printf(" ff(%d %d)=%.16lf mas=%.16lf\n ",n1,n2,ff[n1][n2],f[n1][n2]); 

}  

 return 0; 
} 
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Таблица 6.3. Спектр для нечетной функции 
 

5,1,0,5,1,0,)n)sin(wncos(w 22222111112211, 21
 nnnnnnx nn  

1,0,2,0,/)( 222112  nndcncdh  прямое дискретное преобразование Фурье.  

 

 

21,kk  
21,kkA  (6.8) 

21 ,kkB  (6.8) 

0,0 -0.0000000000000001 0.0000000000000000 

0,1 0.0000000000000010 0.0000000000000001 

0,2 0.0000000000000001 0.0000000000000002 

0,3 0.0000000000000001 0.0000000000000001 

0,4 0.0000000000000003 -0.0000000000000001 

1,0 0.0000000000000000 0.0000000000000005 

1,1 -0.0000000000000002 -6.2500000000000018 

1,2 -0.0000000000000007 0.0000000000000002 

1,3 -0.0000000000000010 -0.0000000000000008 

1,4 0.0000000000000028 -6.2500000000000009 

2,0 0.0000000000000000 0.0000000000000000 

2,1 0.0000000000000005 0.0000000000000004 

2,2 -0.0000000000000001 0.0000000000000001 

2,3 -0.0000000000000001 0.0000000000000002 

2,4 0.0000000000000003 0.0000000000000004 

3,0 -0.0000000000000001 0.0000000000000002 

3,1 0.0000000000000007 0.0000000000000008 

3,2 -0.0000000000000001 0.0000000000000002 

3,3 -0.0000000000000002 -0.0000000000000001 

3,4 0.0000000000000007 0.0000000000000007 

4,0 0.0000000000000001 -0.0000000000000006 

4,1 -0.0000000000000034 6.2500000000000009 

4,2 0.0000000000000003 -0.0000000000000004 

4,3 0.0000000000000010 0.0000000000000007 

4,4 -0.0000000000000061 6.2500000000000000 

  

       
Таблица 6.4. Исходный массив функции 

5,1,0,5,1,0,)n)sin(wncos(w 22222111112211, 21
 nnnnnnx nn  записан во втором столбце, 

в третьем столбце таблицы значения коэффициента 

5,1,0,5,1,0, 2222211111, 21
 nnnnnnc nn , то есть после композиции прямого и обратного 

дискретных преобразований Фурье.  

 

   

21,nn  
21 ,nnx  

21 ,nnc  (6.9) 

0,0 0.0000000000000000 -0.0000000000000002 

0,1 -0.0000000000000000 0.0000000000000000 

0,2 0.0000000000000000 0.0000000000000001 

0,3 0.0000000000000000 0.0000000000000001 

0,4 0.0000000000000000 0.0000000000000000 

1,0 0.9510565162951535 0.9510565162951536 

1,1 0.2938926261462366 0.2938926261462366 
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1,2 -0.7694208842938133 -0.7694208842938133 

1,3 -0.7694208842938134 -0.7694208842938136 

1,4 0.2938926261462364 0.2938926261462366 

2,0 0.5877852522924733 0.5877852522924734 

2,1 0.1816356320013403 0.1816356320013404 

2,2 -0.4755282581475768 -0.4755282581475770 

2,3 -0.4755282581475769 -0.4755282581475770 

2,4 0.1816356320013401 0.1816356320013403 

3,0 -0.5877852522924730 -0.5877852522924729 

3,1 -0.1816356320013402 -0.1816356320013403 

3,2 0.4755282581475767 0.4755282581475767 

3,3 0.4755282581475768 0.4755282581475767 

3,4 -0.1816356320013401 -0.1816356320013402 

4,0 -0.9510565162951536 -0.9510565162951536 

4,1 -0.2938926261462366 -0.2938926261462367 

4,2 0.7694208842938134 0.7694208842938134 

4,3 0.7694208842938135 0.7694208842938134 

4,4 -0.2938926261462364 -0.2938926261462367 

 

   

Анализируя таблицы 6.3 и 6.4 видим, что для нечетной функции

5,1,0,5,1,0,2,0,/)(,)n)cos(wnsin(w 22222111111112211, 21
 nnnnnnbanabhx nn 

 спектр является мнимым, действительная компонента спектра отсутствует, а после 

композиции преобразований коэффициент 
21 ,nnc совпадает с исходным временным вектором 

функции
21,nnx с двойной точностью, мнимая часть сигнала 

21 ,nnd равна нулю. 

Сравнивая также спектры таблиц 6.1 и 6.3 видим, что кроме свойства четности - 

нечетности число ненулевых строк и их расположение в таблице спектра для разных 

исходных функций соответствуют различным таблицам спектра. 

 

 

 

Практическая  работа  12. Трехмерное дискретное преобразование Фурье 

 

 

Воспользуемся формулами (6.6) трехмерного дискретного преобразования Фурье.  
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Формула (6.6) может использовать как действительный временной набор данных, так и 

комплексный вектор 1,0,1,0,1,0, 321,,  NsNmNnx smn . Если smnx ,,  действительный 

вектор, то из формулы (6.6) получим, что 
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1,0,1,0,1,0, 332211,,,, 321321
 NkNkNkiBA kkkkkk  (6.10) 
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То есть спектральные коэффициенты прямого преобразования (спектр) получим исходя 

из формулы (6.10)
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(6.11) 

Используя формулы обратного дискретного преобразования Фурье (6.6), получим 

формулы для коэффициентов 
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В итоге, коэффициенты прямого дискретного преобразования Фурье в программе 

запишем по формулам (6.11), а коэффициенты обратного дискретного преобразования Фурье 

программируем по формулам (6.12).  

 

Приведем алгоритм работы программы на языке C++. Все функции и аргументы в 

программе имеют двойную точность. 

Пример 3.  

Исходная функция является нечетной относительно аргумента 11nw
 

;3,1,0,2,0,/)(,)n(wsin 332211111111113,, 21
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Трехмерное преобразование Фурье(программа компилировалась в среде Visual Studio) 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n11=3, n22=3, n33=3; 

int main() 

{ int k1, n1, k2, n2, k3, n3; 

double f[n11][n22][n33], w1, w2, pi, w3,a[n11][n22][n33] ,ff[n11][n22][n33]; 

double b[n11][n22][n33],s1,s2,s3,s4,c[n11][n22][n33],d[n11][n22][n33]; 

pi=2.0*asin(1.0); printf("pi=%.16lf sin=%.16lf\n",2.0*pi,sin(pi)); 
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w1=(2.0*pi)/double(n11);w2=(2.0*pi)/double(n22);w3=(2.0*pi)/double(n33); 

printf("%.16lf %.16lf %.16lf\n",w1,w2,w3); 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

 { 

 f[n1][n2][n3]=sin(w1*double(n1)); 

printf(" f(%d %d %d)=%.16lf\n ",n1,n2, n3,f[n1][n2][n3]); 

} 

//pryamoe 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

for(k3=0;k3<=n33-1;k3++) 

 { 

 s1=0.0; s2=0.0; 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

{ 

s1=s1+f[n1][n2][n3]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3); 

s2=s2-f[n1][n2][n3]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

} 

 a[k1][k2][k3]=s1; b[k1][k2][k3]=s2; 

printf(" a(%d %d %d)=%.16lf  b(%d %d %d)=%.16lf \n ",k1,k2,k3,a[k1][k2][k3], k1,k2,k3,b[k1][k2][k3]  ); 

} 

printf(" %d %d %d\n",n11,n22,n33); 

//obratnoe 

 for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

 for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

 for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

 { 

  s3=0.0; s4=0.0; 

 for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

 for(k3=0;k3<=n33-1;k3++) 

{ 

  

s3=s3+(a[k1][k2][k3])*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3) -

(b[k1][k2][k3])*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

s4=s4+( b[k1][k2][k3])*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  

+(a[k1][k2][k3])*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

} 

 ff[n1][n2][n3]=s3/double(n11*n22*n33); d[n1][n2][n3]=s4/double(n11*n22*n33); 

printf(" c=%.16lf f=%.16lf\n ",ff[n1][n2][n3],f[n1][n2][n3]); 

} 

return 0; 

} 

Таблица 6.5. Для нечетной функции применим прямое преобразование Фурье (6.11) 

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wsin 332211333222111113,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  

 

 

321 ,, kkk  
321 ,, kkkA  (6.11) 

321 ,, kkkB  (6.11) 

0,0,0 0.0000000000000018   0.0000000000000000 

0,0,1 0.0000000000000002   0.0000000000000003 

0,0,2 0.0000000000000000   0.0000000000000000 
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0,1,0 0.0000000000000001   0.0000000000000004 

0,1,1 0.0000000000000000   0.0000000000000002 

0,1,2 0.0000000000000000   0.0000000000000000 

0,2,0 0.0000000000000002   -0.0000000000000002 

0,2,1 0.0000000000000000   0.0000000000000000 

0,2,2 0.0000000000000001   -0.0000000000000001 

1,0,0 0.0000000000000037   -13.5000000000000000 

1,0,1 -0.0000000000000016   0.0000000000000010 

1,0,2 -0.0000000000000042   -0.0000000000000013 

1,1,0 -0.0000000000000011   0.0000000000000016 

1,1,1 0.0000000000000004   0.0000000000000005 

1,1,2 -0.0000000000000004   0.0000000000000000 

1,2,0 -0.0000000000000044   -0.0000000000000019 

1,2,1 0.0000000000000011   0.0000000000000008 

1,2,2 -0.0000000000000010   -0.0000000000000004 

2,0,0 -0.0000000000000100   13.5000000000000000 

2,0,1 0.0000000000000027   0.0000000000000007 

2,0,2 0.0000000000000032   0.0000000000000017 

2,1,0 0.0000000000000031   0.0000000000000001 

2,1,1 -0.0000000000000007   -0.0000000000000007 

2,1,2 -0.0000000000000020   0.0000000000000017 

2,2,0 0.0000000000000032   0.0000000000000011 

2,2,1 -0.0000000000000007   0.0000000000000009 

2,2,2 -0.0000000000000007   0.0000000000000009 

  

 

 

Таблица 6.6. Исходный массив функции 

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wsin 332211333222111113,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  записан во втором 

столбце, в третьем столбце таблицы значения коэффициента 

3,1,0,3,1,0,3,1,0, 3333322222111113,, 21
 nnnnnnnnnc nnn , то есть после композиции 

прямого и обратного дискретных преобразований Фурье.  

 

   

321 ,, nnn  
321 ,, nnnx   

321 ,, nnnc  (6.12) 

0,0,0 0.0000000000000000 -0.0000000000000003 

0,0,1 0.0000000000000000 -0.0000000000000001 

0,0,2 0.0000000000000000 -0.0000000000000000 

0,1,0 0.0000000000000000 -0.0000000000000002 

0,1,1 0.0000000000000000 -0.0000000000000004 

0,1,2 0.0000000000000000 -0.0000000000000003 

0,2,0 0.0000000000000000 -0.0000000000000000 

0,2,1 0.0000000000000000 -0.0000000000000002 

0,2,2 0.0000000000000000 -0.0000000000000001 

1,0,0 0.8660254037844387 0.8660254037844389 

1,0,1 0.8660254037844387 0.8660254037844388 

1,0,2 0.8660254037844387 0.8660254037844389 

1,1,0 0.8660254037844387 0.8660254037844387 

1,1,1 0.8660254037844387 0.8660254037844387 
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1,1,2 0.8660254037844387 0.8660254037844389 

1,2,0 0.8660254037844387 0.8660254037844390 

1,2,1 0.8660254037844387 0.8660254037844388 

1,2,2 0.8660254037844387 0.8660254037844389 

2,0,0 -0.8660254037844384 -0.8660254037844384 

2,0,1 -0.8660254037844384 -0.8660254037844384 

2,0,2 -0.8660254037844384 -0.8660254037844385 

2,1,0 -0.8660254037844384 -0.8660254037844384 

2,1,1 -0.8660254037844384 -0.8660254037844383 

2,1,2 -0.8660254037844384 -0.8660254037844384 

2,2,0 -0.8660254037844384 -0.8660254037844388 

2,2,1 -0.8660254037844384 -0.8660254037844384 

2,2,2 -0.8660254037844384 -0.8660254037844387 

    

 Анализируя таблицы 6.5 и 6.6 видим, что для нечетной функции

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wsin 332211333222111113,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  спектр является 

мнимым, действительная компонента спектра отсутствует, а после композиции 

преобразований коэффициент 
321 ,, nnnc совпадает с исходным временным вектором функции

321 ,, nnnx с двойной точностью, мнимая часть сигнала 
321 ,, nnnd равна нулю. 

Пример 4.  

 

Исходная функция является четной относительно аргумента 33nw
 

;3,1,0,1,0,2,0,/)(,)n(wcos 332211333111111333,, 21
 nnnnnnnbanabhx nnn   
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Трехмерное преобразование Фурье (программа компилировалась в среде Visual Studio) 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

int const n11=3, n22=3, n33=3; 

int main() 

{ int k1, n1, k2, n2, k3, n3; 

double f[n11][n22][n33], w1, w2, pi, w3,a[n11][n22][n33] ,ff[n11][n22][n33]; 

double b[n11][n22][n33],s1,s2,s3,s4,c[n11][n22][n33],d[n11][n22][n33]; 

pi=2.0*asin(1.0); printf("pi=%.16lf sin=%.16lf\n",2.0*pi,sin(pi)); 

w1=(2.0*pi)/double(n11);w2=(2.0*pi)/double(n22);w3=(2.0*pi)/double(n33); 

printf("%.16lf %.16lf %.16lf\n",w1,w2,w3); 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

 { 

 f[n1][n2][n3]=cos(w3*double(n3)); 

printf(" f(%d %d %d)=%.16lf\n ",n1,n2, n3,f[n1][n2][n3]); 

} 

//pryamoe 

for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

for(k3=0;k3<=n33-1;k3++) 

 { 

 s1=0.0; s2=0.0; 

for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 
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for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

{ 

s1=s1+f[n1][n2][n3]*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3); 

s2=s2-f[n1][n2][n3]*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

} 

 a[k1][k2][k3]=s1; b[k1][k2][k3]=s2; 

printf(" a(%d %d %d)=%.16lf  b(%d %d %d)=%.16lf \n ",k1,k2,k3,a[k1][k2][k3], k1,k2,k3,b[k1][k2][k3]  ); 

} 

printf(" %d %d %d\n",n11,n22,n33); 

//obratnoe 

 for(n1=0;n1<=n11-1;n1++) 

 for(n2=0;n2<=n22-1;n2++) 

 for(n3=0;n3<=n33-1;n3++) 

 { 

  s3=0.0; s4=0.0; 

 for(k1=0;k1<=n11-1;k1++) 

for(k2=0;k2<=n22-1;k2++) 

 for(k3=0;k3<=n33-1;k3++) 

{ 

  

s3=s3+(a[k1][k2][k3])*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3) -

(b[k1][k2][k3])*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

s4=s4+( b[k1][k2][k3])*cos(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  

+(a[k1][k2][k3])*sin(w1*k1*n1+w2*k2*n2+w3*k3*n3)  ; 

} 

 ff[n1][n2][n3]=s3/double(n11*n22*n33); d[n1][n2][n3]=s4/double(n11*n22*n33); 

printf(" c=%.16lf f=%.16lf\n ",ff[n1][n2][n3],f[n1][n2][n3]); 

} 

 return 0; 

} 

Таблица 18.7. Для четной функции применим прямое преобразование Фурье (6.11) 

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wcos 332211333222111333,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  

 

321 ,, kkk  
321 ,, kkkA  (6.11) 

321 ,, kkkB  (6.11) 

0,0,0 -0.0000000000000020   0.0000000000000000 

0,0,1 13.5000000000000000   -0.0000000000000035 

0,0,2 13.5000000000000000   0.0000000000000085 

0,1,0 0.0000000000000000   0.0000000000000000 

0,1,1 -0.0000000000000013   0.0000000000000000 

0,1,2 -0.0000000000000002   0.0000000000000013 

0,2,0 0.0000000000000000   -0.0000000000000001 

0,2,1 0.0000000000000020   -0.0000000000000008 

0,2,2 0.0000000000000013   -0.0000000000000006 

1,0,0 0.0000000000000000   0.0000000000000000 

1,0,1 -0.0000000000000017   -0.0000000000000002 

1,0,2 -0.0000000000000014   0.0000000000000008 

1,1,0 -0.0000000000000001   -0.0000000000000001 

1,1,1 0.0000000000000004   0.0000000000000008 

1,1,2 0.0000000000000009   0.0000000000000016 

1,2,0 -0.0000000000000002   -0.0000000000000002 

1,2,1 -0.0000000000000005   -0.0000000000000002 

1,2,2 -0.0000000000000009   0.0000000000000019 
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2,0,0 0.0000000000000000   -0.0000000000000002 

2,0,1 0.0000000000000022   -0.0000000000000008 

2,0,2 0.0000000000000022   -0.0000000000000013 

2,1,0 -0.0000000000000002   -0.0000000000000001 

2,1,1 -0.0000000000000005   0.0000000000000001 

2,1,2 -0.0000000000000009   0.0000000000000018 

2,2,0 -0.0000000000000001   -0.0000000000000002 

2,2,1 0.0000000000000001   0.0000000000000009 

2,2,2 -0.0000000000000013   0.0000000000000018 

  

Таблица 6.8. Исходный массив функции 

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wcos 332211333222111333,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  записан во 

втором столбце, в третьем столбце таблицы значения коэффициента 

3,1,0,3,1,0,3,1,0, 3333322222111113,, 21
 nnnnnnnnnc nnn , то есть после композиции 

прямого и обратного дискретных преобразований Фурье.  

   

321 ,, nnn  
321 ,, nnnx   

321 ,, nnnc  (6.12) 

0,0,0 1.0000000000000000 1.0000000000000004  

0,0,1   -0.4999999999999998   -0.4999999999999997  

0,0,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000008  

0,1,0   1.0000000000000000   1.0000000000000002  

0,1,1   -0.4999999999999998   -0.5000000000000001  

0,1,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000003  

0,2,0   1.0000000000000000   1.0000000000000002  

0,2,1   -0.4999999999999998   -0.5000000000000004  

0,2,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000001  

1,0,0   1.0000000000000000   1.0000000000000002  

1,0,1   -0.4999999999999998   -0.5000000000000000  

1,0,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000004  

1,1,0   1.0000000000000000   1.0000000000000000  

1,1,1   -0.4999999999999998   -0.4999999999999997  

1,1,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000003  

1,2,0   1.0000000000000000   1.0000000000000000  

1,2,1   -0.4999999999999998   -0.4999999999999999  

1,2,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000004  

2,0,0   1.0000000000000000   1.0000000000000002  

2,0,1   -0.4999999999999998   -0.5000000000000001  

2,0,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000004  

2,1,0   1.0000000000000000   1.0000000000000000  

2,1,1   -0.4999999999999998   -0.4999999999999998  

2,1,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000006  

2,2,0   1.0000000000000000   1.0000000000000000  

2,2,1   -0.4999999999999998   -0.4999999999999999  

2,2,2   -0.5000000000000004   -0.5000000000000004  

 Анализ таблиц 6.7 и 6.8 показывает, что для четной функции

;3,1,0,1,0,1,0,)n(wcos 332211333222111133,, 21
 nnnnnnnnnx nnn  спектр является 

действительным, а после композиции преобразований коэффициент 
321 ,, nnnc совпадает с 
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исходным временным вектором функции
321 ,, nnnx с двойной точностью, мнимая часть сигнала 

321 ,, nnnd равна нулю. 

Анализ четырех примеров для двухмерного и трехмерного дискретного 

преобразований Фурье и результатов таблиц 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 позволяет 

сделать основные выводы:  

1) Для функции нескольких переменных можно обобщить понятие четной или 

нечетной функции 

Определение 1. Говорят, что функция нескольких переменных ),...,,( 21 nxxxf  является 

четной, если 

),...,,(),...,,( 2121 nn xxxfxxxf              (6.13) 

Определение 2. Говорят, что функция нескольких переменных ),...,,( 21 nxxxf  является 

нечетной, если 

),...,,(),...,,( 2121 nn xxxfxxxf            (6.14) 

2) Понятие четной или нечетной функции для дискретной функции, заданной по 

каждой переменной с равномерным шагом, можно обобщить тогда и только тогда, когда 

узлы и узловые значения функции заданы на периоде данной функции по каждой из 

переменных (например, с периодом 2  по каждой переменной). Например, если дискретный 

входной периодический сигнал нескольких натуральных индексов для дискретного Фурье - 

преобразования можно задать формулой miNn ii ,1,1,0  . 

  )15.6(,1,1,0,
2

,...1111....,, 21
miNn

N
nnnxx ii

i

immnnn m
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
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